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Aufgabe A1l (10 Punkte)

Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (z1,y1), ..., (210, Y10)
i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x; —-24 —-15 -0.2 0.5 1.7 2.9 3.8 4.6 5.7 6.7
Y; 1.1 1.2 1.7 0.2 -03 -33 —-6.8 —41 -8 —6.8

a) Berechnen Sie die Stichprobenmittel Z, 4, die Stichproben-Standardabweichungen
Sz, 5y und den empirischen Korrelationskoeffizienten r,.

Hinweis:

10 10 10 10 10

d wp =214, ) a? =13042, ) y; = 251, Yyl = 18985, Y a;-y; =
7j=1 7=1 7j=1 7=1 7j=1
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b)  Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b* - © von y auf =.

a* = b* =

¢)  Bestimmen Sie das Stichproben-0.2-Quantil g5 von (y1,...,¥y10).

Yo.2 =

d)  Berechnen Sie den Quartilsabstand von (yi,...,%10).

Quartilsabstand =




Aufgabe A2 (9 Punkte)

Auf ein Gerit wirken wéhrend einer Woche Schocks ein, deren zuféllige Anzahl X die
Poisson-Verteilung Po(a), @ > 0 hat. Neben der Abnutzung durch die Schocks besteht
die Moglichkeit, dass das Gerét vollstindig defekt wird. Es sei

v 0, falls das Gerédt am Ende der Woche defekt ist,
1 1, sonst.

Es sei bekannt, dass P(X =4,Y = 1) = e @ (af3)!/i! fiir i € Ny gilt. Dabeiist 0 < 8 < 1
eine Konstante.

a) Bestimmen Sie P(X =4,Y =0) firi=0,1,....

P(X =i,V =0) =

b)  Berechnen Sie P(Y =1 | X =) firi =0,1,....

PY =1|X=i)=

¢)  Man berechne P(Y = 1). Welche Verteilung besitzt also die Zufallsvariable Y7

PY =1)= Y ~

Hinweis: Verwenden Sie die Taylorreihe Y ;° /il = €” fiir beliebiges = € R.

d)  Am Ende der Woche wird das Geriit iiberholt. Die Kosten seien
K=c¢c-X-Y+d-(1-Y)

mit Konstanten ¢ > 0 und d > 0. Berechnen Sie die mittleren Kosten EK pro
Woche. Als bekannt werde dabei vorausgesetzt, dass E(X - Y) = e~2+28 gilt.

EK =




Aufgabe A3 (9 Punkte)

Ein Maschinenbauteil M ist bis zum festen Zeitpunkt 7, > 0 endgiiltig verschlissen,
kann aber auch schon vorher ausfallen. Die stetige und bis auf die Stellen 0 und 7Tj stetig
differenzierbare Verteilungsfunktion der zufélligen Lebensdauer X von M ist

0 <0,
Ft):=S (1—-e?*)/c,0<t<T,
1  t>Ty.

Hierbei ist A > 0 ein fester Parameter und ¢ := 1 — e *70 eine von A und T, abhingige
Normierungskonstante.

a)  Berechnen Sie eine Dichte von F.

(

, <z <

, sonst.

\

b) X sei eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F. Bestimmen Sie die zu
erwartende Lebensdauer EX des Maschinenbauteils M.

EX =

Hinweis: Sie benétigen eventuell das unbestimmte Integral

axr + 1
/x e dr = — T e " + const.
o

c)  Seien X, X, stochastisch unabhéngige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion
F. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fz(¢) und eine Dichte fz(t) der Zufalls-
variablen 7 := max(X;, X,) fir 0 < t < T.

Fy(t) = fz(t) =

d)  Sei Ty ein fester Zeitpunkt mit 0 < 77 < Tj. Berechnen Sie
P(X<t|X<T)

PX<t|X<T)=




Aufgabe A4 (10 Punkte)

Bei einer rechteckigen Platte haben die zufilligen Langen L und Breiten B die Normal-
verteilungen N(a,c?) bzw. N(b, 7?) mit der Solllinge a > 0, der Sollbreite b > 0 und
den Konstanten 02,72 > 0. L und B seien stochastisch unabhingig.

a)  Bestimmen Sie die Varianz V(L) und das zweite Moment EL? von L.

V(L) = EL? =

b)  Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass L um mehr als 2 - o von der Solllinge a
abweicht ?

Wahrscheinlichkeit =

c)  Welche Verteilung besitzt der zufillige Umfang 2 - (L + B) der Platte?

Verteilung =

d)  Die zufillige Fliche der Platte ist F' = L - B. Bestimmen Sie den Erwartungswert
von F.

EF =

e)  Berechnen Sie die Kovarianz C(F, L) von F und L.

C(F,L) =




Aufgabe A5 (7 Punkte)

Ein Gerit habe die zufillige Lebensdauer X (gemessen in vollen Monaten) mit der

negativen Binomialverteilung Nb | 4, ), wobei der Parameter ¥ > 0 unbekannt ist.

1
147
Diese Verteilung besitzt die Z&hldichte

=1 (1) (1) k=0

¥ soll aufgrund einer (unabhéngigen) Stichprobe z = (z1,...,%,) mit z; > 0 geschiitzt
werden, wobei & > ( vorausgesetzt wird.

a)  Bestimmen Sie die Loglikelihood-Funktion M, () zur Stichprobe x = (x1,...,x,).

M,(9) =

b)  Berechnen Sie die Ableitung M (1)).

M (9) =

¢)  Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schitzer 9(z) fiir o).

I(z) =

d)  Bestimmen Sie Ey(X).

Hinweis: Es geniigt bei d) und e) geeignete Tabellen iiber Erwartungswerte und
Varianzen zu verwenden.



Aufgabe A6 (5 Punkte)

Eine Maschine besteht aus drei Teilen T}, T und T3. Jedes Teil kann von guter, befrie-
digender oder schlechter Qualitit sein. Aufgrund von Produktionsschwankungen ist die
Qualitit des Teils T; ein Zufallsvariable X;, die die Werte ,gut“ ( = g), , befriedigend
( = b) und ,schlecht* ( = s) mit der Wahrscheinlichkeit p;, ¢; bzw. r; annimmt, wo-
bei notwendig p; + ¢; + r; = 1 fiir ¢ = 1,2, 3 gilt. Die Zufallsvariablen X7, X5, X3 seien
stochastisch unabhéngig.

a)  Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit w,, dass Teil T, nicht von schlechter Qualitét
ist.

Wy =

b)  Berechnen Sie P(X; # s, Xy # s, X5 # 3).

P(Xl #S,XQ#S,X:),#S) =

¢)  Die Maschine ist unbrauchbar, wenn mindestens eines der Teile T}, Ty, T3 von
schlechter Qualitéit ist. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit w,., dass die Maschine
unbrauchbar ist.
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Aufgabe B1 (10 Punkte)

Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (z1,y1), ..., (210, Y10)
i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x; -2.0 —15 -0. 0.4 1.5 2.9 3.4 4.5 0.6 6.6
Y; 1.6 2.8 02 -01 -09 -11 -33 —-74 -8 —4.9

a) Berechnen Sie die Stichprobenmittel Z, 4, die Stichproben-Standardabweichungen
Sz, 5y und den empirischen Korrelationskoeffizienten r,.

Hinweis:

10 10 10 10 10

ij — 20, ng = 124.14, Zyj = —21.1, ny = 166.13, Z:cj cy; =
7j=1 7=1 7=1 7=1 7=1

—134.1.
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b)  Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b* - © von y auf =.

a* = b* =

¢)  Bestimmen Sie das Stichproben-0.1-Quantil g1 von (y1,...,¥y10).

Yo.1 =

d)  Berechnen Sie den Quartilsabstand von (yi,...,%10).

Quartilsabstand =




Aufgabe B2 (9 Punkte)

Auf ein Gerdt wirken wéhrend einer Woche Schocks ein, deren zuféllige Anzahl X die
Poisson-Verteilung Po(f), # > 0 hat. Neben der Abnutzung durch die Schocks besteht
die Moglichkeit, dass das Gerét vollstindig defekt wird. Es sei

v 0, falls das Gerédt am Ende der Woche defekt ist,
| 1, sonst.

Es sei bekannt, dass P(X =4,Y = 1) = e #-(afB)?/d! fiir i € Ny gilt. Dabeiist 0 < a < 1
eine Konstante.

a) Bestimmen Sie P(X =4,Y =0) firi=0,1,....

P(X =i,V =0) =

b)  Berechnen Sie P(Y =1 | X =) firi =0,1,....

PY =1|X=i)=

¢)  Man berechne P(Y = 1). Welche Verteilung besitzt also die Zufallsvariable Y7

PY =1)= Y ~

Hinweis: Verwenden Sie die Taylorreihe Y ° /il = €” fiir beliebiges = € R.

d)  Am Ende der Woche wird das Geriit iiberholt. Die Kosten seien
K=d-X-Y+4+c¢-(1-Y)

mit Konstanten ¢ > 0 und d > 0. Berechnen Sie die mittleren Kosten EK pro
Woche. Als bekannt werde dabei vorausgesetzt, dass E(X - Y) = e A28 gilt.

EK =




Aufgabe B3 (9 Punkte)

Ein Maschinenbauteil M ist bis zum festen Zeitpunkt 7} > 0 endgiiltig verschlissen,
kann aber auch schon vorher ausfallen. Die stetige und bis auf die Stellen 0 und 7} stetig
differenzierbare Verteilungsfunktion der zufélligen Lebensdauer X von M ist

0 1 <0,
Ft):=¢ (1—ePY)/c,0<t<T)
1 Lt > T

Hierbei ist 8 > 0 ein fester Parameter und ¢ := 1 — e #T

Normierungskonstante.

eine von [ und T abhingige

a)  Berechnen Sie eine Dichte von F.

(

, <z <

, sonst.

\

b) X sei eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F. Bestimmen Sie die zu
erwartende Lebensdauer EX des Maschinenbauteils M.

EX =

Hinweis: Sie benétigen eventuell das unbestimmte Integral

axr + 1
/:c e dr = — T e " + const.
o

c)  Seien X, X, stochastisch unabhéngige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion
F. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fz(¢) und eine Dichte fz(t) der Zufalls-
variablen 7 := max(X;, X,) fir 0 <t < Tj.

Fy(t) = fz(t) =

d)  Sei Tj ein fester Zeitpunkt mit 0 < 7Ty < T}. Berechnen Sie
PX <t |X<Th)

PX<t|X<T)=




Aufgabe B4 (10 Punkte)
Bei einer rechteckigen Platte haben die zufilligen Langen L und Breiten B die Normal-
verteilungen N(a,7?) bzw. N(b,0?) mit der Solllinge a > 0, der Sollbreite b > 0 und

den Konstanten 72,02 > 0. L und B seien stochastisch unabhingig.

a)  Bestimmen Sie die Varianz V(L) und das zweite Moment EL? von L.

V(L) = EL? =

b)  Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass L um mehr als 3 - 7 von der Solllinge a
abweicht ?

Wahrscheinlichkeit =

c)  Welche Verteilung besitzt der zufillige Umfang 2 - (L + B) der Platte?

Verteilung =

d)  Die zufillige Fliche der Platte ist F' = L - B. Bestimmen Sie den Erwartungswert
von F.

EF =

e)  Berechnen Sie die Kovarianz C(F, L) von F und L.

C(F,L) =




Aufgabe B5 (7 Punkte)

Ein Gerit habe die zufillige Lebensdauer X (gemessen in vollen Monaten) mit der

negativen Binomialverteilung Nb | 3, ), wobei der Parameter ¥ > 0 unbekannt ist.

1
147
Diese Verteilung besitzt die Z&hldichte

= (1) (1) (1) k=0

¥ soll aufgrund einer (unabhéngigen) Stichprobe z = (z1,...,%,) mit z; > 0 geschiitzt
werden, wobei & > ( vorausgesetzt wird.

a)  Bestimmen Sie die Loglikelihood-Funktion M, () zur Stichprobe x = (x1,...,x,).

M,(9) =

b)  Berechnen Sie die Ableitung M (1)).

M (9) =

¢)  Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schitzer 9(z) fiir o).

I(z) =

d)  Bestimmen Sie Ey(X).

Hinweis: Es geniigt bei d) und e) geeignete Tabellen iiber Erwartungswerte und
Varianzen zu verwenden.



Aufgabe B6 (5 Punkte)

Eine Maschine besteht aus drei Teilen T}, 75 und T3. Jedes Teil kann von guter, befrie-
digender oder schlechter Qualitit sein. Aufgrund von Produktionsschwankungen ist die
Qualitit des Teils T; ein Zufallsvariable X;, die die Werte ,gut“ ( = g), , befriedigend
( = b) und ,schlecht* ( = s) mit der Wahrscheinlichkeit p;, ¢; bzw. r; annimmt, wo-
bei notwendig p; + ¢; + r; = 1 fiir ¢ = 1,2, 3 gilt. Die Zufallsvariablen X, X5, X3 seien
stochastisch unabhéngig.

a)  Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit w,, dass Teil T3 nicht von schlechter Qualitit
ist.

Wy =

b)  Berechnen Sie P(X; # s, Xy # s, X5 # 3).

P(Xl #S,XQ#S,X:),#S) =

¢)  Die Maschine ist unbrauchbar, wenn mindestens eines der Teile T}, Ty, T3 von
schlechter Qualitéit ist. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit w,., dass die Maschine
unbrauchbar ist.




