
INSTITUT F�UR MATHEMATISCHE STOCHASTIKUNIVERSIT�AT KARLSRUHEPriv. Doz. Dr. D. KadelkaAName:Vorname:Matr.{Nr.:
Klausur zum Fa
hGRUNDLAGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIEUND STATISTIKf�ur Studierende der INFORMATIK(zum Erwerb eines �Ubungss
heines)Datum: 16. September 2003Dauer: 120 MinutenA
htung:Bei dieser Klausur werden nur diejenigen Ergebnisse gewertet, die in dievorgesehenen K�ast
hen auf dem extra ausgegebenenL�osungsblatt Version Aeingetragen sind! Die Herleitung wird ni
ht bewertet! �Uberpr�ufen Siedie Version Ihres L�osungsblattes!Die Aufgabenbl�atter werden ni
ht abgegeben und korrigiert!



Aufgabe A1 (10 Punkte)Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (x1; y1); : : : ; (x10; y10)j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10xj �2:4 �1:5 �0:2 0:5 1:7 2:5 3:8 4:6 5:7 6:7yj 1:1 1:2 1:7 0:2 �0:3 �3:3 �6:8 �4:1 �8 �6:8a) Bere
hnen Sie die Sti
hprobenmittel �x, �y, die Sti
hproben-Standardabwei
hungensx, sy und den empiris
hen KorrelationskoeÆzienten rxy.Hinweis:10Xj=1 xj = 21:4; 10Xj=1 x2j = 130:42; 10Xj=1 yj = �25:1; 10Xj=1 y2j = 189:85; 10Xj=1 xj � yj =�149:3. �x = �y =sx = sy =rxy =b) Bestimmen Sie die zugeh�orige Regressionsgerade y = a� + b� � x von y auf x.a� = b� =
) Bestimmen Sie das Sti
hproben-0.2-Quantil ~y0:2 von (y1; : : : ; y10).~y0:2 =d) Bere
hnen Sie den Quartilsabstand von (y1; : : : ; y10).Quartilsabstand =

1



Aufgabe A2 (9 Punkte)Auf ein Ger�at wirken w�ahrend einer Wo
he S
ho
ks ein, deren zuf�allige Anzahl X diePoisson-Verteilung Po(�), � > 0 hat. Neben der Abnutzung dur
h die S
ho
ks bestehtdie M�ogli
hkeit, dass das Ger�at vollst�andig defekt wird. Es seiY = � 0 ; falls das Ger�at am Ende der Wo
he defekt ist,1 ; sonst.Es sei bekannt, dass P(X = i; Y = 1) = e�� � (��)i=i! f�ur i 2 N0 gilt. Dabei ist 0 < � < 1eine Konstante.a) Bestimmen Sie P(X = i; Y = 0) f�ur i = 0; 1; : : :.P(X = i; Y = 0) =b) Bere
hnen Sie P(Y = 1 j X = i) f�ur i = 0; 1; : : :.P(Y = 1 j X = i) =
) Man bere
hne P(Y = 1). Wel
he Verteilung besitzt also die Zufallsvariable Y ?P(Y = 1) = Y �Hinweis: Verwenden Sie die Taylorreihe P1i=0 xi=i! = ex f�ur beliebiges x 2 R.d) Am Ende der Wo
he wird das Ger�at �uberholt. Die Kosten seienK = 
 �X � Y + d � (1� Y )mit Konstanten 
 > 0 und d > 0. Bere
hnen Sie die mittleren Kosten EK proWo
he. Als bekannt werde dabei vorausgesetzt, dass E (X � Y ) = e��+�� gilt.EK =

2



Aufgabe A3 (9 Punkte)Ein Mas
hinenbauteil M ist bis zum festen Zeitpunkt T0 > 0 endg�ultig vers
hlissen,kann aber au
h s
hon vorher ausfallen. Die stetige und bis auf die Stellen 0 und T0 stetigdi�erenzierbare Verteilungsfunktion der zuf�alligen Lebensdauer X von M istF (t) := 8<: 0 ; t < 0;(1� e���t)=
 ; 0 � t < T01 ; t � T0:Hierbei ist � > 0 ein fester Parameter und 
 := 1� e���T0 eine von � und T0 abh�angigeNormierungskonstante.a) Bere
hnen Sie eine Di
hte von F .
fX(x) = 8>>>>>><>>>>>>: ; < x <;; sonst.b) X sei eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F. Bestimmen Sie die zuerwartende Lebensdauer EX des Mas
hinenbauteils M .EX =Hinweis: Sie ben�otigen eventuell das unbestimmte IntegralZ x � e��x dx = ��x + 1�2 � e��x + 
onst:
) Seien X1; X2 sto
hastis
h unabh�angige Zufallsvariable mit der VerteilungsfunktionF . Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion FZ(t) und eine Di
hte fZ(t) der Zufalls-variablen Z := max(X1; X2) f�ur 0 < t < T0.FZ(t) = fZ(t) =d) Sei T1 ein fester Zeitpunkt mit 0 < T1 < T0. Bere
hnen SieP (X � t j X � T1)f�ur 0 � t < T1. P (X � t j X � T1) =

3



Aufgabe A4 (10 Punkte)Bei einer re
hte
kigen Platte haben die zuf�alligen L�angen L und Breiten B die Normal-verteilungen N(a; �2) bzw. N(b; � 2) mit der Solll�ange a > 0, der Sollbreite b > 0 undden Konstanten �2; � 2 > 0. L und B seien sto
hastis
h unabh�angig.a) Bestimmen Sie die Varianz V (L) und das zweite Moment EL2 von L.V (L) = EL2 =b) Wie gro� ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass L um mehr als 2 � � von der Solll�ange aabwei
ht ? Wahrs
heinli
hkeit =
) Wel
he Verteilung besitzt der zuf�allige Umfang 2 � (L +B) der Platte?Verteilung =d) Die zuf�allige Fl�a
he der Platte ist F = L � B. Bestimmen Sie den Erwartungswertvon F . EF =e) Bere
hnen Sie die Kovarianz C(F; L) von F und L.C(F; L) =

4



Aufgabe A5 (7 Punkte)Ein Ger�at habe die zuf�allige Lebensdauer X (gemessen in vollen Monaten) mit dernegativen Binomialverteilung Nb�4; 11 + #�, wobei der Parameter # > 0 unbekannt ist.Diese Verteilung besitzt die Z�ahldi
htef#(k) = �k + 3k � � � 11 + #�4 � � #1 + #�k ; k = 0; 1; : : :# soll aufgrund einer (unabh�angigen) Sti
hprobe x = (x1; : : : ; xn) mit xi � 0 ges
h�atztwerden, wobei �x > 0 vorausgesetzt wird.a) Bestimmen Sie die Loglikelihood-FunktionMx(#) zur Sti
hprobe x = (x1; : : : ; xn).Mx(#) =b) Bere
hnen Sie die Ableitung M 0x(#).M 0x(#) =
) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-S
h�atzer #̂(x) f�ur #.#̂(x) =d) Bestimmen Sie E#(X). E#(X) =e) Bestimmen Sie die Varianz V#(X) von X.V#(X) =Hinweis: Es gen�ugt bei d) und e) geeignete Tabellen �uber Erwartungswerte undVarianzen zu verwenden.
5



Aufgabe A6 (5 Punkte)Eine Mas
hine besteht aus drei Teilen T1, T2 und T3. Jedes Teil kann von guter, befrie-digender oder s
hle
hter Qualit�at sein. Aufgrund von Produktionss
hwankungen ist dieQualit�at des Teils Ti ein Zufallsvariable Xi, die die Werte "gut\ ( = g), "befriedigend\( = b) und "s
hle
ht\ ( = s) mit der Wahrs
heinli
hkeit pi, qi bzw. ri annimmt, wo-bei notwendig pi + qi + ri = 1 f�ur i = 1; 2; 3 gilt. Die Zufallsvariablen X1; X2; X3 seiensto
hastis
h unabh�angig.a) Bestimmen Sie die Wahrs
heinli
hkeit wa, dass Teil T2 ni
ht von s
hle
hter Qualit�atist. wa =b) Bere
hnen Sie P(X1 6= s;X2 6= s;X3 6= s).P(X1 6= s;X2 6= s;X3 6= s) =
) Die Mas
hine ist unbrau
hbar, wenn mindestens eines der Teile T1, T2, T3 vons
hle
hter Qualit�at ist. Bestimmen Sie die Wahrs
heinli
hkeit w
, dass die Mas
hineunbrau
hbar ist. w
 =

6



INSTITUT F�UR MATHEMATISCHE STOCHASTIKUNIVERSIT�AT KARLSRUHEPriv. Doz. Dr. D. KadelkaBName:Vorname:Matr.{Nr.:
Klausur zum Fa
hGRUNDLAGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIEUND STATISTIKf�ur Studierende der INFORMATIK(zum Erwerb eines �Ubungss
heines)Datum: 16. September 2003Dauer: 120 MinutenA
htung:Bei dieser Klausur werden nur diejenigen Ergebnisse gewertet, die in dievorgesehenen K�ast
hen auf dem extra ausgegebenenL�osungsblatt Version Beingetragen sind! Die Herleitung wird ni
ht bewertet! �Uberpr�ufen Siedie Version Ihres L�osungsblattes!Die Aufgabenbl�atter werden ni
ht abgegeben und korrigiert!



Aufgabe B1 (10 Punkte)Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (x1; y1); : : : ; (x10; y10)j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10xj �2:5 �1:5 �0:5 0:4 1:5 2:5 3:4 4:5 5:6 6:6yj 1:6 2:8 0:2 �0:1 �0:9 �1:1 �3:3 �7:4 �8 �4:9a) Bere
hnen Sie die Sti
hprobenmittel �x, �y, die Sti
hproben-Standardabwei
hungensx, sy und den empiris
hen KorrelationskoeÆzienten rxy.Hinweis:10Xj=1 xj = 20; 10Xj=1 x2j = 124:14; 10Xj=1 yj = �21:1; 10Xj=1 y2j = 166:13; 10Xj=1 xj � yj =�134:1. �x = �y =sx = sy =rxy =b) Bestimmen Sie die zugeh�orige Regressionsgerade y = a� + b� � x von y auf x.a� = b� =
) Bestimmen Sie das Sti
hproben-0.1-Quantil ~y0:1 von (y1; : : : ; y10).~y0:1 =d) Bere
hnen Sie den Quartilsabstand von (y1; : : : ; y10).Quartilsabstand =

1



Aufgabe B2 (9 Punkte)Auf ein Ger�at wirken w�ahrend einer Wo
he S
ho
ks ein, deren zuf�allige Anzahl X diePoisson-Verteilung Po(�), � > 0 hat. Neben der Abnutzung dur
h die S
ho
ks bestehtdie M�ogli
hkeit, dass das Ger�at vollst�andig defekt wird. Es seiY = � 0 ; falls das Ger�at am Ende der Wo
he defekt ist,1 ; sonst.Es sei bekannt, dass P(X = i; Y = 1) = e�� � (��)i=i! f�ur i 2 N0 gilt. Dabei ist 0 < � < 1eine Konstante.a) Bestimmen Sie P(X = i; Y = 0) f�ur i = 0; 1; : : :.P(X = i; Y = 0) =b) Bere
hnen Sie P(Y = 1 j X = i) f�ur i = 0; 1; : : :.P(Y = 1 j X = i) =
) Man bere
hne P(Y = 1). Wel
he Verteilung besitzt also die Zufallsvariable Y ?P(Y = 1) = Y �Hinweis: Verwenden Sie die Taylorreihe P1i=0 xi=i! = ex f�ur beliebiges x 2 R.d) Am Ende der Wo
he wird das Ger�at �uberholt. Die Kosten seienK = d �X � Y + 
 � (1� Y )mit Konstanten 
 > 0 und d > 0. Bere
hnen Sie die mittleren Kosten EK proWo
he. Als bekannt werde dabei vorausgesetzt, dass E (X � Y ) = e��+�� gilt.EK =

2



Aufgabe B3 (9 Punkte)Ein Mas
hinenbauteil M ist bis zum festen Zeitpunkt T1 > 0 endg�ultig vers
hlissen,kann aber au
h s
hon vorher ausfallen. Die stetige und bis auf die Stellen 0 und T1 stetigdi�erenzierbare Verteilungsfunktion der zuf�alligen Lebensdauer X von M istF (t) := 8<: 0 ; t < 0;(1� e���t)=
 ; 0 � t < T11 ; t � T1:Hierbei ist � > 0 ein fester Parameter und 
 := 1� e���T1 eine von � und T1 abh�angigeNormierungskonstante.a) Bere
hnen Sie eine Di
hte von F .
fX(x) = 8>>>>>><>>>>>>: ; < x <;; sonst.b) X sei eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F. Bestimmen Sie die zuerwartende Lebensdauer EX des Mas
hinenbauteils M .EX =Hinweis: Sie ben�otigen eventuell das unbestimmte IntegralZ x � e��x dx = ��x + 1�2 � e��x + 
onst:
) Seien X1; X2 sto
hastis
h unabh�angige Zufallsvariable mit der VerteilungsfunktionF . Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion FZ(t) und eine Di
hte fZ(t) der Zufalls-variablen Z := max(X1; X2) f�ur 0 < t < T1.FZ(t) = fZ(t) =d) Sei T0 ein fester Zeitpunkt mit 0 < T0 < T1. Bere
hnen SieP (X � t j X � T0)f�ur 0 � t < T0. P (X � t j X � T0) =

3



Aufgabe B4 (10 Punkte)Bei einer re
hte
kigen Platte haben die zuf�alligen L�angen L und Breiten B die Normal-verteilungen N(a; � 2) bzw. N(b; �2) mit der Solll�ange a > 0, der Sollbreite b > 0 undden Konstanten � 2; �2 > 0. L und B seien sto
hastis
h unabh�angig.a) Bestimmen Sie die Varianz V (L) und das zweite Moment EL2 von L.V (L) = EL2 =b) Wie gro� ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass L um mehr als 3 � � von der Solll�ange aabwei
ht ? Wahrs
heinli
hkeit =
) Wel
he Verteilung besitzt der zuf�allige Umfang 2 � (L +B) der Platte?Verteilung =d) Die zuf�allige Fl�a
he der Platte ist F = L � B. Bestimmen Sie den Erwartungswertvon F . EF =e) Bere
hnen Sie die Kovarianz C(F; L) von F und L.C(F; L) =

4



Aufgabe B5 (7 Punkte)Ein Ger�at habe die zuf�allige Lebensdauer X (gemessen in vollen Monaten) mit dernegativen Binomialverteilung Nb�3; 11 + #�, wobei der Parameter # > 0 unbekannt ist.Diese Verteilung besitzt die Z�ahldi
htef#(k) = �k + 2k � � � 11 + #�3 � � #1 + #�k ; k = 0; 1; : : :# soll aufgrund einer (unabh�angigen) Sti
hprobe x = (x1; : : : ; xn) mit xi � 0 ges
h�atztwerden, wobei �x > 0 vorausgesetzt wird.a) Bestimmen Sie die Loglikelihood-FunktionMx(#) zur Sti
hprobe x = (x1; : : : ; xn).Mx(#) =b) Bere
hnen Sie die Ableitung M 0x(#).M 0x(#) =
) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-S
h�atzer #̂(x) f�ur #.#̂(x) =d) Bestimmen Sie E#(X). E#(X) =e) Bestimmen Sie die Varianz V#(X) von X.V#(X) =Hinweis: Es gen�ugt bei d) und e) geeignete Tabellen �uber Erwartungswerte undVarianzen zu verwenden.
5



Aufgabe B6 (5 Punkte)Eine Mas
hine besteht aus drei Teilen T1, T2 und T3. Jedes Teil kann von guter, befrie-digender oder s
hle
hter Qualit�at sein. Aufgrund von Produktionss
hwankungen ist dieQualit�at des Teils Ti ein Zufallsvariable Xi, die die Werte "gut\ ( = g), "befriedigend\( = b) und "s
hle
ht\ ( = s) mit der Wahrs
heinli
hkeit pi, qi bzw. ri annimmt, wo-bei notwendig pi + qi + ri = 1 f�ur i = 1; 2; 3 gilt. Die Zufallsvariablen X1; X2; X3 seiensto
hastis
h unabh�angig.a) Bestimmen Sie die Wahrs
heinli
hkeit wa, dass Teil T3 ni
ht von s
hle
hter Qualit�atist. wa =b) Bere
hnen Sie P(X1 6= s;X2 6= s;X3 6= s).P(X1 6= s;X2 6= s;X3 6= s) =
) Die Mas
hine ist unbrau
hbar, wenn mindestens eines der Teile T1, T2, T3 vons
hle
hter Qualit�at ist. Bestimmen Sie die Wahrs
heinli
hkeit w
, dass die Mas
hineunbrau
hbar ist. w
 =

6


