INSTITUT FUR MATHEMATISCHE STOCHASTIK WS 2002/03
UNIVERSITAT KARLSRUHE
Prof. Dr. W. Bischoff

Klausur

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

vom 6.3.2003
Musterlésungen
Aufgabe A1l
Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (z1,y1), ..., (212, ¥12)
i | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T, 2.1 0.9 0.1 1 2.2 2.9 4.4 5.1 5.6 6.7 8 9.5

Yj 14.1 6 9.3 4 3.2 6.2 1.4 2 0.6 2.2 7.8 6.6

a) Berechnen Sie die Stichprobenmittel z, y, die Stichproben-Standardabweichungen s,,

s, und den empirischen Korrelationskoeffizienten r,,.
Losung: Direkt aus den Daten ergibt sich gem&fl Definition 1.8 und Paragraph 1.5

unter Ausniitzung der Beziehung

d (z Z) (y; ?)ZZ%‘ yp n T g

J=1

T = 3.52 S, = 3.646
7=2.08 sy = 6.392
ryy =  0.945

b) Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + 0* x von y auf x.
Losung: Nach Paragraph 1.5 ist b* = 1y, 5y und ¢* =9 b* Z, also

xT

b = 1.657
a* = 7.92

und die Regressionsgerade y = 7.92  1.657 =.
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Punkte und Regressionsgerade = *+ *-

Fiir die Losung der néchsten drei Aufgabenteile benotigen wir die aufsteigend sortierten
-Werte. Es ist

=(-78 —66 —-22 -2 —06 14 32 4 6 62 93 141)

¢)  Berechnen Sie das 0.1-getrimmte Stichprobenmittel = von ( )-
Mit =[12-01] =1 ergibt sich

1
- —187
' 12—-2-1 ( + * )
d)  Bestimmen Sie das Stichproben-0.15-Quantil =~ von ( ).
Da 12-0 15 = 1 8 nicht ganzzahlig ist, ist mit =[18] =1
- . pu k pu pu —6 6
e)  Berechnen Sie den Quartilsabstand von ( ).
Da025-12 =3 und 07512 = 9 beide ganzzahlig sind, ergibt sich mit
=3und =9
- =k R R R
2 2
S e S S —61
2 2

und damit der Quartilsabstand zu =~ — "~ =82,



Aufgabe A2

Seien X,Y zwei Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1,2, 3} bzw. {0, 1}. Die folgende Tabelle
gibt einige Werte der gemeinsamen Zihldiche fxy(i,j) = P(X =14,Y = j) zweier Zufalls-
zahlen X und Y an.

v X iz0 izt | =2 | i=3
i=0 |02 0.32 | 0.2
i=1 0.0 0.08 | 0.05

a) Bestimmen Sie P(X =0), P(X > 0) und P(X +Y = 3).

b) Bestimmen Sie die beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Y = 0 | X = 2) und
PY=1|X>2).

¢) Seien X und Y stochastisch unabhéngig. Bestimmen Sie die fehlenden Werte in der
Tabelle, also P(X =1,V =0) und P(X =1,V =1).

Losung:

a) PX =0)=P(X =0,Y =0)+P(X =0,V =1) = fx1(0,0) + fx.y(0,1) = 0.2+0.05 =
0.25,
P(X >0)=1-P(X =0)=1-0.25=0.75,
P(X+Y =3) =P(X =3Y =0)+P(X =2,V =1) = fxy(3,0) + fxy(2,1) =
0.2+ 0.08 = 0.28.

P(Y=0,X=2) _ . _ 032 _
b) PV =0 | X =2) = (IP(X:Q) ) = 0.32423.08 - 00712 =038,
P(Y=1,X 2) _ .08-+0. _ 043 _
PY=1|X2>2)= ([P’(X 2) L= 0.32+OU.U28:00.0085+0.U5 - % =0.2.
) PY=1)=PY =1|X2>2)=0.2,
PY=0)=1-PY =1)=0.3,
PX=1,Y=0=PX=1)-PY=0=(1-(PX =0 +PX >2)))- 08 =
(1 —(0.25+0.65)) - 0.8 = 0.08,
PX=1,Y=1)=PX=1)-P(X=1,Y=0)=0.1-0.08=0.02.

X . . . .
e 1=0 | 1=1 | 1i=2 | 1=3

j=0 0.2 10.08]0.32| 0.2

j=1 10.05]0.02]0.08|0.05




Aufgabe A3

Bei dieser Aufgabe sollen jeweils die richtige bzw. die richtigen Lésungen angekreuzt werden.
Falsche Kreuze werden in den jeweiligen Aufgabenteilen negativ bewertet.

Es seien X und Y stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen. X habe die Verteilung N (0, 1)
und Y die Verteilung N(0,4).

a) Welche Aussagen sind fiir alle ¢ € IR richtig?

P(X <t|Y >0)= (1) (richtig)
PY <t|X>1)=2(t) (falsch)
PY <t]X>1)=2>(t/2) (richtig)
PY <t|X>1)=3o(t/4) (falsch)
b) Fiir die Verteilungsfunktion F' von Y gilt
F(0) =0.5 (richtig)
F(t)+ F(—t)=1firallet € R (richtig)
F(1) =®(1) (falsch)
F(t) = F(—t) fir allet € R (falsch)
Sei nun zusédtzlich p € (0,1),U:=p- X +(1—-p)- Yund V:=(1—-p)- X +p-Y.
c¢) Es gilt
1 (falsch)
)0 (richtig)
EU = P (falsch)
p-(1—p) (falsch)

d) Welche Aussagen sind richtig?
U und V sind fiir alle p unkorreliert
U und V sind fiir p > 0.5 positiv und fiir p < 0.5 negativ korreliert
U und V sind stets positiv korreliert
U und V sind nicht unabhéngig

e e R

—

~— S

Losung:

a) Da X und Y stochastisch unabhéngig sind, folgt

P(X <t|Y>0) = P(X <t)=o(t),
PV <t|X>1) = PV <t)=P( Y/2 <t/2)=d(t/2).

~N(0,1)

b) Die Verteilungsfunktion F ist stetig und symmetrisch um 0 = EY. Damit folgt F'(0) = 0.5
und F(t)+ F(—t) = F(t)+1—F(t) = 1 fiir alle t € R. Die letzten beiden Aussagen gelten
nicht, denn F(1) = ®(1/2) (vergleiche ¢)) und F(—1) = ®(—1/2) < ®(1/2) = F(1).

¢) Wegen EX = EY = 0 folgt
EU = E(pX + (1 — p)Y) = pEX + (1 — p)EY = 0.
d) Wegen der Unabhéngigkeit von X und Y erhilt man
Cov(U,V) = Cov(pX+(1-p)Y, (1-p)X+pY) = p(1-p)(V(X)+V(Y)) = 5p(1—p) > 0.

Daher sind U und V stets positiv korreliert. Weiter folgt, dass U und V' nicht unabhéngig
sind.



Aufgabe A4
Eine Parallelschaltung bestehe aus zwei elektrischen Elementen. Die Lebensdauer X; des

ersten Elements und X, des zweiten Elements seien stochastisch unabhéingig und jeweils
Exp(2) verteilt.

a) Die Gesamtlebensdauer der Parallelschaltung Y ist definiert durch
Y = maX{Xl, XQ}

Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fy von Y.

b) Berechnen Sie P(Y > 2 | X; > 1).

Sei in den folgenden drei Aufgabenteilen die Zufallsvariable Z ~ Exp(4).

¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert von Z.

d) Berechnen Sie P(Z > 0.8).

e) Geben Sie den grofiten Wert ¢ an, fiir welche die Wahrscheinlichkeit P(Z > ¢) > 0.6 ist.

Losung:
a)
Fy(t) == P(Y S t) == P(maX{Xl,XQ} S t) == P(Xl S t,XQ S t)
= P(X; <t)? = (1—exp(—2t))°.
b)
PY >2,X; >1)
PY>2X;>1) =
( K> P(X; > 1)
o ]P(XQ > 2,X1 > ].) +P(XQ < 2,X1 > 2)
B P(X; > 1)
_ P(Xy > 2)P(X, > 1)+ P(X, < 2)P(X, > 2)
B P(X; > 1)
—4 -2 —4(] _ o4
- °° +22( ) iy et e m0.512.
c) EZ =1/4.

d) P(Z > 0.8) = e~*08 = ¢=32 & (.0408.

e) P(Z >t)=e*>06 < —4t >1og(0.6) <= t < —110g(0.6) ~ 0.1277. Der griBte
Wert ist also ¢t = 0.1277.



Aufgabe A5

Ein Merkmal habe die Dichte

ty=——-t-e 7 t>0
fﬂ( ) (579) € ? ’
wobei ¥ € © := (0,00) ein unbekannter Parameter ist. X ,..., X,, seien unabhingige Zu-
fallsvariablen mit Dichte fy. ¥ soll aufgrund einer unabhéngigen Stichprobe z = (x ..., z,)
geschéitzt werden, wobei z > 0,..., 2, > 0 sind.
a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schitzer 9(z ..., x,) fiir .

b) X; ist ['(«, 3)-verteilt; bestimmen Sie oz und f.
c) ZXi besitzt eine I'(y, §)-Verteilung; bestimmen Sie v und 4.

Losung:
a) Wir bestimmen zunéchst die Ableitung M, des Logarithmus der Likelihood-Funktion:
log fo(t) = —2log(59) + log(t) —t/(59),

My(x) = Zlog fo(x;) = —2nlog(59) + Zlog(:ci) - % in’

n n

10n 1 1
My(z) = %9 T g sz = 5—(—10m9+ le)
) N~ )
>
Daher gilt
> < 1
My(z) ¢ = 20 <= ¢ = 1—0:1‘:.
< >
Der Maximum-Likelihood-Schitzer ist also 9 = —7.

b) Durch einen Vergleich mit der Dichte der Gamma-Verteilung erhélt man a = 2,3 = —.

¢) Aus der Faltungsformel fiir die Gamma-Verteilung folgt

o 1
X; ~T(2n, —).
>~ Tn, )

Aufgabe A6

Bei dieser Aufgabe sollen jeweils die richtigen Losungen angekreuzt werden. Falsche Kreuze
werden in den jeweiligen Aufgabenteilen negativ bewertet.
Seien X , X ,---~ N(u,0 ) unabhéngig.



a) Kreuzen Sie an, ob folgende Schétzer fiir u erwartungstreu, konsistent sind.

Schétzer fiir p erwartungstreu || konsistent
ja nein ja | nein

T1 = X1 X X

TQZ%(X1+"'+XTL) X X

b) Kreuzen Sie an, ob folgende Schiitzer fiir 0  erwartungstreu®, ,,asymptotisch erwartungs-
treu aber nicht erwartungstreu®, ,nicht asymptotisch erwartungstreu® sind.

Schéitzer fiir o erwartungs- | asympt. erwartungstreu nicht asympt.
treu aber nicht erwartungstreu | erwartungstreu

51: 12::( ) X
(X, - X)? <

=1

Sy =

:3|>—\

Losung:

a) ETy = EX; = pu, also ist T} erwartungstreu. Wegen V(Ty) = o # 0 ist Ty nicht
konsistent.
ET, = % -n - = i, also ist Ty erwartungstreu. Wegen V(T3) = %2 — 0 fiir n — oo und
der Erwartungstreue von T ist T, konsistent.

b) S; ist erwartungstreu (Satz 17.13).
Sy = "=15, also ES; = =162 — ¢? fiir n — 0. Damit ist S, asymptotisch erwartungs-
treu aber nicht erwartungstreu.
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Aufgabe B1

Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (z1,y1), ..., (212, ¥12)
i |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T —-1.2 —-0.2 1 1.8 2.8 4 5 6.2 7.1 7.9 8.6 10.1
Y 6.3 4.4 2.2 —-0.5 1.5 1.2 -34 —-05 —-18 —-64 —-4.1 -6.3

a) Berechnen Sie die Stichprobenmittel z, y, die Stichproben-Standardabweichungen s ,

s und den empirischen Korrelationskoeffizienten r
Losung: Direkt aus den Daten ergibt sich gem&fl Definition 1.8 und Paragraph 1.5

unter Ausniitzung der Beziehung

Y@ -1y -9=Y 7y —n-T-7

T =442 s = 3.653
y= —0.62 s = 3.997
r = —0.9196

b) Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b* - x von y auf x.

Losung: Nach Paragraph 1.5 ist b* =1r - 7 und a* = y—0* -z, also
s

b* = —1.006
a* = 3.84

und die Regressionsgerade y = 3.84 — 1.006 - =.
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Punkte und Regressionsgerade y = a* 4+ b* - x

Fiir die Losung der néchsten drei Aufgabenteile benotigen wir die aufsteigend sortierten
y-Werte. Es ist

yo = (—6.4, —6.3, —4.1, —3.4, —1.8, 0.5, —0.5, 1.2, 1.5, 2.2, 4.4, 6.3)

Berechnen Sie das 0.1-getrimmte Stichprobenmittel ¢o1 von (yi, ..., y12).
Mit k£ = [12-0.1] = 1 ergibt sich

1

712 9.1 . (y(2> + ...+ y(ll)) =—-0.73

Yo.1 =

Bestimmen Sie das Stichproben-0.15-Quantil gg.15 von (y1,...,y12).
Da 12-0.15 = 1.8 nicht ganzzahlig ist, ist mit £ = [1.8] =1

Yo.15 = Yk+1) = Y2) = —6.3

Berechnen Sie den Quartilsabstand von (yy, ..., 412).
Da 0.25-12 = 3 und 0.75 - 12 = 9 beide ganzzahlig sind, ergibt sich mit
I{Jl = 3 und I{JQ =9

Y ) T Yk vy Y3 T Y@

U = = = —-3.75
Yo.25 5 2

- Y ) T Y Yoy Ty

Jors = (k) 5 k+1) _ 909 . (10) _ 1.85

und damit der Quartilsabstand zu ¢g.75 — ¥o.05 = 5.6.



Aufgabe B2

Seien X,Y zwei Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1,2, 3} bzw. {0, 1}. Die folgende Tabelle
gibt einige Werte der gemeinsamen Zihldiche fxy(i,j) = P(X =14,Y = j) zweier Zufalls-
zahlen X und Y an.

% X i=0 | i=1| i=2 | i=3
j=0 10.15 0.3310.15
j=1 10.05 0.11]0.05

a) Bestimmen Sie P(X =0), P(X > 0) und P(X +Y = 3).

b) Bestimmen Sie die beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Y = 0 | X = 2) und
PY=1|X>2).

¢) Seien X und Y stochastisch unabhingig. Bestimmen Sie die fehlenden Werte in der
Tabelle, also P(X =1,Y =0) und P(X =1,Y = 1).

Losung:

a) PX =0) =P(X =0,Y =0)+P(X =0,Y = 1) = fxy(0,0)+ fx1(0,1) = 0.15+0.05 =
0.2,
P(X>0)=1-P(X=0)=1-02=08,
P(X+Y =3) =P(X =3Y =0)+P(X =2,V =1) = fyy(3,0) + fry(2,1) =
0.15+ 0.11 = 0.26.

_ o\ _ P(Y=0,Xx=2) _ . 033 _
b) B(Y = 0] X =2) = FUXa _ cam g _ 75
P(Y=1,X>2) _ 1140. _ 0.16 _
PY=1]X2>2)= (IP’(XZQ) L= o.33+8.}éig.[1]f+0.05 - % = 0.25.
c) PY=1)=PY =1| X >2)=0.25,
PY=0)=1-PY =1)=0.75,
PX=1L,Y=0=PX=1)-PY=0=(1-PX =0)+PX >2))) 07 =
(1—-1(0.2+0.64))-0.75 = 0.12,
PX=1,Y=1)=PX=1)-P(X=1,Y=0)=0.16 - 0.12 = 0.04.
X |. ) . .
% i=0 | i=1 | i=2 | i=3
j=0 10.15|0.120.33|0.15
j=1 10.05|0.04|0.11 | 0.05
Aufgabe B3

Eine Parallelschaltung bestehe aus zwei elektrischen Elementen. Die Lebensdauer X; des



ersten Elements und 5 des zweiten Elements seien stochastisch unabhéngig und jeweils
(3) verteilt.

a) Die Gesamtlebensdauer der Parallelschaltung  ist definiert durch

=max{ | o}

Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion y von

b) Berechnen Sie P( 20 41 1)

Sei in den folgenden drei Aufgabenteilen die Zufallsvariable —~ (2).

¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert von

d) Berechnen Sie P( 07).

e) Geben Sie den grofiten Wert — an, fiir welche die Wahrscheinlichkeit P( ) > 05 ist.

Losung:

a)

b)

COP(, 2, D+P( <2 4 2)

B P( ;1 1)

Py 2)P( 1 D)HP( 2 <2)P( 1 2)

B P( 1 1)

. ::(1_ B P T
c) E =1 2.

d) P( 07)= —207= —14(2466.

e) P( )= "2>05 < -2 >log(05) < < —11og(05) ~ 03466. Der grofte
Wert ist also = 0 3466.

Aufgabe B4



Bei dieser Aufgabe sollen jeweils die richtige bzw. die richtigen Lésungen angekreuzt werden.
Falsche Kreuze werden in den jeweiligen Aufgabenteilen negativ bewertet.

Es seien X und Y stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen. X habe die Verteilung N (0, 1)
und Y die Verteilung N(0,4).

a) Fiir die Verteilungsfunktion F' von Y gilt
F(1) = (1) [J (falsch)
F(0)=0.5 [ (richtig)
F(t)+ F(—t) =1 fiir alle t € R [ (richtig)
F(t) = F(—t) fiir alle t € R 1 (falsch)

b) Welche Aussagen sind fiir alle ¢ € R richtig?
PY <t|X>1)=2d(t) [ (falsch)
PY <t| X >1)=®(t/2) O (richtig)
PY <t| X >1)=®(t/4) O (falsch)
P(X <t|Y >0)= (1) O (richtig)

Sei nun zusdtzlich p € (0,1),U:=p- X +(1—-p)-Yund V:=(1—-p)- X +p-Y.

c¢) Es gilt
O(richtig)
B (1 —p) [(falsch)
BU = C(falsch)
al

falsch)

—_Es o

d) Welche Aussagen sind richtig?
U und V sind stets positiv korreliert
U und V sind fiir alle p unkorreliert
U und V sind nicht unabhéngig
U und V sind fiir p > 0.5 positiv und fiir p < 0.5 negativ korreliert

a) Die Verteilungsfunktion F'ist stetig und symmetrisch um 0 = EY". Damit folgt F'(0) = 0.5
und F(t) + F(—t) = F(t) + 1 — F(t) = 1 fiir alle ¢ € R. Die anderen beiden Aussagen
gelten nicht, denn F(1) = ®(1/2) und F(—-1) = ®(—1/2) < ®(1/2) = F(1).

b) Da X und Y stochastisch unabhéngig sind, folgt

P(X <t|Y>0) = P(X <t)=o(t),
PV <t X 21) = P(Y <f)=PF(¥/2 <1/2)=(t/2)

¢) Wegen EX = EY = 0 folgt
EU =E(pX + (1 —p)Y) =pEX + (1 — p)EY = 0.
d) Wegen der Unabhéngigkeit von X und Y erhilt man
Cov(U,V) = Cov(pX+(1-p)Y, (1-p)X+pY) = p(1-p)(V(X)+V(Y)) = 5p(1—p) > 0.

Daher sind U und V stets positiv korreliert. Weiter folgt, dass U und V' nicht unabhéngig
sind.



Aufgabe B5

Bei dieser Aufgabe sollen jeweils die richtigen Losungen angekreuzt werden. Falsche Kreuze
werden in den jeweiligen Aufgabenteilen negativ bewertet.
Seien X1, Xy, -+~ N(u,0?) unabhingig.

a) Kreuzen Sie an, ob folgende Schétzer fiir u erwartungstreu, konsistent sind.

Schétzer fiir p erwartungstreu || konsistent
ja nein ja | nein

T1 = X4 X X

T=2(Xi+--+X,) | x x

b) Kreuzen Sie an, ob folgende Schiitzer fiir 02 erwartungstreu®, ,asymptotisch erwartungs-
treu aber nicht erwartungstreu®, , nicht asymptotisch erwartungstreu® sind.

Schétzer fiir o erwartungs- | asympt. erwartungstreu nicht asympt.
treu aber nicht erwartungstreu | erwartungstreu
n —
Si=23(X; - X)? X
i=1
n —
Sy = =3 (X; — X)? X
i=1
Losung:

a) ETy = EX; = p, also ist T} erwartungstreu. Wegen V(7)) = o* /4 0 ist T} nicht
konsistent.
ETy =+ n-p = p, also ist Ty erwartungstren. Wegen V(T3) = %2 — 0 fiir n — oc und
der Erwartungstreue von T ist T, konsistent.

b) S, ist erwartungstreu (Satz 17.13).

S, = "7_152, also ES; = "7_102 — o2 fiir n — oco. Damit ist S; asymptotisch erwartungs-

treu aber nicht erwartungstreu.

Aufgabe B6

Ein Merkmal habe die Dichte
1

t) = tee”T 50
fﬂ( ) (719)2 € ) )
wobei ¥ € © := (0,00) ein unbekannter Parameter ist. Xy,..., X, seien unabhiingige Zu-
fallsvariablen mit Dichte fy. ¥ soll aufgrund einer unabhéngigen Stichprobe z = (21, ..., z,)
geschitzt werden, wobei 21 > 0,..., 2, > 0 sind.
a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schitzer 9(z1, ..., ,) fiir .

b) X; ist ['(«, 3)-verteilt; bestimmen Sie oz und f.



c) ZXi besitzt eine I'(y, §)-Verteilung; bestimmen Sie v und .
i=1

Losung:
a) Wir bestimmen zunéchst die Ableitung M, des Logarithmus der Likelihood-Funktion:

log fo(t) = —2log(79) + log(t) —t/(79),

My(a) = 3o folai) = ~2nlog(Ti) + 3 log(a) — =5 >
=1 =1

=1

4n 1 < 1 -
=1 A =1
>0
Daher gilt
> < 1
My(z) ¢ = 20 <= ¢ = ﬂj
< >

Der Maximum-Likelihood-Schiitzer ist also 9 = ﬁfi.

b) Durch einen Vergleich mit der Dichte der Gamma-Verteilung erhélt man o = 2, = %.

¢) Aus der Faltungsformel fiir die Gamma-Verteilung folgt

i 1
XZNFQ,—
; (2n, —5)



