
INSTITUT F�UR MATHEMATISCHE STOCHASTIK WS 2002/03UNIVERSIT�AT KARLSRUHEProf. Dr. W. Bis
ho�
KlausurWahrs
heinli
hkeitstheorie und Statistikvom 6.3.2003Musterl�osungen

AAufgabe A1Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (x1; y1); : : : ; (x12; y12)j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12xj � 2:1 � 0:9 � 0:1 1 2:2 2:9 4:4 5:1 5:6 6:7 8 9:5yj 14:1 6 9:3 4 3:2 6:2 1:4 � 2 � 0:6 � 2:2 � 7:8 � 6:6a) Bere
hnen Sie die Sti
hprobenmittel �x, �y, die Sti
hproben-Standardabwei
hungen sx,sy und den empiris
hen KorrelationskoeÆzienten rxy.L�osung: Direkt aus den Daten ergibt si
h gem�a� De�nition 1.8 und Paragraph 1.5unter Ausn�utzung der BeziehungnXj=1(xj � �x) � (yj � �y) = nXj=1 xj � yj � n � �x � �y�x = 3:52 sx = 3:646�y = 2:08 sy = 6:392rxy = � 0:945b) Bestimmen Sie die zugeh�orige Regressionsgerade y = a� + b� � x von y auf x.L�osung: Na
h Paragraph 1.5 ist b� = rxy �

sysx und a� = �y � b� � �x, alsob� = � 1:657a� = 7:92und die Regressionsgerade y = 7:92 � 1:657 � x.
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Punkte und Regressionsgerade y = a

� + b

� � xF�ur die L�osung der n�a
hsten drei Aufgabenteile ben�otigen wir die aufsteigend sortierten
y -Werte. Es ist

y

()

= (�7: 8; �6: 6; �2: 2; �2; �0: 6; 1: 4; 3: 2; 4; 6; 6: 2; 9: 3; 14: 1)
) Bere
hnen Sie das 0.1-getrimmte Sti
hprobenmittel �y
0 :1

von (y

1

; : : : ; y

12

).
L

•

osung: Mit k = [12 � 0: 1℄ = 1 ergibt si
h�y
0 :1

= 112� 2 � 1 � (y

(2)

+ : : : + y

(11)

) = 1: 87d) Bestimmen Sie das Sti
hproben-0.15-Quantil ~y
0 :15

von (y

1

; : : : ; y

12

).
L

•

osung: Da 12 � 0: 15 = 1: 8 ni
ht ganzzahlig ist, ist mit k = [1: 8℄ = 1~y
0 :15

= y

( k +1)

= y

(2)

= �6: 6e) Bere
hnen Sie den Quartilsabstand von (y

1

; : : : ; y

12

).
L

•

osung: Da 0: 25 � 12 = 3 und 0: 75 � 12 = 9 beide ganzzahlig sind, ergibt si
h mit
k

1

= 3 und k

2

= 9 ~y
0 :25

= y

( k1 )

+ y

( k1 +1)2 = y

(3)

+ y

(4)2 = �2: 1~y
0 :75

= y

( k2 )

+ y

( k2 +1)2 = y

(9)

+ y

(10)2 = 6: 1und damit der Quartilsabstand zu ~y
0 :75

� ~y
0 :25

= 8: 2.



Aufgabe A2Seien X; Y zwei Zufallsvariablen mit Werten in f0; 1; 2; 3g bzw. f0; 1g. Die folgende Tabellegibt einige Werte der gemeinsamen Z�ahldi
he fX;Y (i; j) = P(X = i; Y = j) zweier Zufalls-zahlen X und Y an. XY i=0 i=1 i=2 i=3j=0 0:2 0:32 0:2j=1 0:05 0:08 0:05a) Bestimmen Sie P(X = 0), P(X > 0) und P(X + Y = 3).b) Bestimmen Sie die beiden bedingten Wahrs
heinli
hkeiten P(Y = 0 j X = 2) undP(Y = 1 j X � 2).
) Seien X und Y sto
hastis
h unabh�angig. Bestimmen Sie die fehlenden Werte in derTabelle, also P(X = 1; Y = 0) und P(X = 1; Y = 1).L�osung:a) P(X = 0) = P(X = 0; Y = 0)+ P(X = 0; Y = 1) = fX;Y (0; 0)+ fX;Y (0; 1) = 0:2+ 0:05 =0:25,P(X > 0) = 1� P(X = 0) = 1� 0:25 = 0:75,P(X + Y = 3) = P(X = 3; Y = 0) + P(X = 2; Y = 1) = fX;Y (3; 0) + fX;Y (2; 1) =0:2 + 0:08 = 0:28.b) P(Y = 0 j X = 2) = P(Y=0;X=2)P(X=2) = 0:320:32+0:08 = 0:320:4 = 0:8,P(Y = 1 j X � 2) = P(Y=1;X � 2)P(X � 2) = 0:08+0:050:32+0:2+0:08+0:05 = 0:130:65 = 0:2.
) P(Y = 1) = P(Y = 1 j X � 2) = 0:2,P(Y = 0) = 1� P(Y = 1) = 0:8,P(X = 1; Y = 0) = P(X = 1) � P(Y = 0) = (1 � (P(X = 0) + P(X � 2))) � 0:8 =(1� (0:25 + 0:65)) � 0:8 = 0:08,P(X = 1; Y = 1) = P(X = 1)� P(X = 1; Y = 0) = 0:1� 0:08 = 0:02.XY i=0 i=1 i=2 i=3j=0 0:2 0:08 0:32 0:2j=1 0:05 0:02 0:08 0:05



Aufgabe A3Bei dieser Aufgabe sollen jeweils die ri
htige bzw. die ri
htigen L�osungen angekreuzt werden.Fals
he Kreuze werden in den jeweiligen Aufgabenteilen negativ bewertet.Es seien X und Y sto
hastis
h unabh�angige Zufallsvariablen. X habe die Verteilung N(0; 1)und Y die Verteilung N(0; 4).a) Wel
he Aussagen sind f�ur alle t 2 IR ri
htig?P(X � t j Y � 0) = �(t) � (ri
htig)P(Y � t j X � 1) = �(t) � (fals
h)P(Y � t j X � 1) = �(t=2) � (ri
htig)P(Y � t j X � 1) = �(t=4) � (fals
h)b) F�ur die Verteilungsfunktion F von Y giltF (0) = 0:5 � (ri
htig)F (t) + F (�t) = 1 f�ur alle t 2 IR � (ri
htig)F (1) = �(1) � (fals
h)F (t) = F (�t) f�ur alle t 2 IR � (fals
h)Sei nun zus�atzli
h p 2 (0; 1), U := p �X + (1� p) � Y und V := (1� p) �X + p � Y .
) Es gilt EU = 8>><>>: 1 � (fals
h)0 � (ri
htig)p � (fals
h)p � (1� p) � (fals
h)d) Wel
he Aussagen sind ri
htig?U und V sind f�ur alle p unkorreliert � (f)U und V sind f�ur p > 0:5 positiv und f�ur p < 0:5 negativ korreliert � (f)U und V sind stets positiv korreliert � (r)U und V sind ni
ht unabh�angig � (r)L�osung:a) Da X und Y sto
hastis
h unabh�angig sind, folgtP(X � t j Y � 0) = P(X � t) = �(t);P(Y � t j X � 1) = P(Y � t) = P( Y=2|{z}�N(0;1) � t=2) = �(t=2):b) Die Verteilungsfunktion F ist stetig und symmetris
h um 0 = EY . Damit folgt F (0) = 0:5und F (t)+F (�t) = F (t)+1�F (t) = 1 f�ur alle t 2 IR. Die letzten beiden Aussagen geltenni
ht, denn F (1) = �(1=2) (verglei
he 
)) und F (�1) = �(�1=2) < �(1=2) = F (1).
) Wegen EX = EY = 0 folgtEU = E (pX + (1� p)Y ) = pEX + (1� p)EY = 0:d) Wegen der Unabh�angigkeit von X und Y erh�alt manCov(U; V ) = Cov(pX+(1�p)Y; (1�p)X+pY ) = p(1�p)(V (X)+V (Y )) = 5p(1�p) > 0:Daher sind U und V stets positiv korreliert. Weiter folgt, dass U und V ni
ht unabh�angigsind.



Aufgabe A4Eine Parallels
haltung bestehe aus zwei elektris
hen Elementen. Die Lebensdauer X1 desersten Elements und X2 des zweiten Elements seien sto
hastis
h unabh�angig und jeweilsExp(2) verteilt.a) Die Gesamtlebensdauer der Parallels
haltung Y ist de�niert dur
hY := maxfX1; X2g:Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion FY von Y .b) Bere
hnen Sie P(Y > 2 j X1 > 1).Sei in den folgenden drei Aufgabenteilen die Zufallsvariable Z � Exp(4).
) Bestimmen Sie den Erwartungswert von Z.d) Bere
hnen Sie P(Z > 0:8).e) Geben Sie den gr�o�ten Wert t an, f�ur wel
he die Wahrs
heinli
hkeit P(Z > t) � 0:6 ist.L�osung:a) FY (t) = P(Y � t) = P(maxfX1; X2g � t) = P(X1 � t; X2 � t)= P(X1 � t)2 = (1� exp(�2t))2:b) P(Y > 2 j X1 > 1) = P(Y > 2; X1 > 1)P(X1 > 1)= P(X2 > 2; X1 > 1) + P(X2 � 2; X1 > 2)P(X1 > 1)= P(X2 > 2)P(X1 > 1) + P(X2 � 2)P(X1 > 2)P(X1 > 1)= e�4e�2 + e�4(1� e�4)e�2 = e�4 + e�2 � e�6 � 0:1512:
) EZ = 1=4.d) P(Z > 0:8) = e�4�0:8 = e�3:2 � 0:0408.e) P(Z > t) = e�4t � 0:6 () �4t � log(0:6) () t � �14 log(0:6) � 0:1277. Der gr�o�teWert ist also t = 0:1277.



Aufgabe A5Ein Merkmal habe die Di
htef#(t) = 1(5#)2

� t � e� t=(5 #) ; t > 0;wobei # 2 � := (0;1) ein unbekannter Parameter ist. X
1

; : : : ; Xn seien unabh�angige Zu-fallsvariablen mit Di
hte f#. # soll aufgrund einer unabh�angigen Sti
hprobe x = (x
1

; : : : ; xn)ges
h�atzt werden, wobei x
1

> 0; : : : ; xn > 0 sind.a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-S
h�atzer #̂(x
1

; : : : ; xn) f�ur #.b) Xi ist �(�; �)-verteilt; bestimmen Sie � und �.
) nXi=1

Xi besitzt eine �(
; Æ)-Verteilung; bestimmen Sie 
 und Æ.L�osung:a) Wir bestimmen zun�a
hst die Ableitung M 0# des Logarithmus der Likelihood-Funktion:log f#(t) = �2 log(5#) + log(t)� t=(5#);M#(x) = nXi=1

log f#(xi) = �2n log(5#) + nXi=1

log(xi)� 15# nXi=1

xi;M 0#(x) = �10n5# + 15#2

nXi=1

xi = 15#2|{z}>0

(�10n# + nXi=1

xi):Daher gilt M 0#(x)8<: >=< 9=; 0 () #8<: <=> 9=; 110 �x:Der Maximum-Likelihood-S
h�atzer ist also #̂ = 1

10

�x.b) Dur
h einen Verglei
h mit der Di
hte der Gamma-Verteilung erh�alt man � = 2; � = 1

5 # .
) Aus der Faltungsformel f�ur die Gamma-Verteilung folgtnXi=1

Xi � �(2n; 15#):
Aufgabe A6Bei dieser Aufgabe sollen jeweils die ri
htigen L�osungen angekreuzt werden. Fals
he Kreuzewerden in den jeweiligen Aufgabenteilen negativ bewertet.Seien X

1

; X
2

; � � � � N(�; � 2 ) unabh�angig.



a) Kreuzen Sie an, ob folgende S
h�atzer f�ur � erwartungstreu, konsistent sind.S
h�atzer f�ur � erwartungstreu konsistentja nein ja neinT1 = X1 x xT2 = 1n(X1 + � � �+Xn) x xb) Kreuzen Sie an, ob folgende S
h�atzer f�ur �2 "erwartungstreu\, "asymptotis
h erwartungs-treu aber ni
ht erwartungstreu\, "ni
ht asymptotis
h erwartungstreu\ sind.S
h�atzer f�ur �2 erwartungs- asympt. erwartungstreu ni
ht asympt.treu aber ni
ht erwartungstreu erwartungstreuS1 = 1n�1 nPi=1(Xi � �X)2 xS2 = 1n nPi=1(Xi � �X)2 xL�osung:a) ET1 = EX1 = �, also ist T1 erwartungstreu. Wegen V (T1) = �2 6! 0 ist T1 ni
htkonsistent.ET2 = 1n � n � � = �, also ist T2 erwartungstreu. Wegen V (T2) = �2n ! 0 f�ur n!1 undder Erwartungstreue von T2 ist T2 konsistent.b) S1 ist erwartungstreu (Satz 17.13).S2 = n�1n S1, also ES2 = n�1n �2 ! �2 f�ur n!1. Damit ist S2 asymptotis
h erwartungs-treu aber ni
ht erwartungstreu.



INSTITUT F�UR MATHEMATISCHE STOCHASTIK WS 2002/03UNIVERSIT�AT KARLSRUHEProf. Dr. W. Bis
ho�
KlausurWahrs
heinli
hkeitstheorie und Statistikvom 6.3.2003Musterl�osungenBAufgabe B1Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (x1; y1); : : : ; (x12; y12)j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12x

j

�1:2 �0:2 1 1:8 2:8 4 5 6:2 7:1 7:9 8:6 10:1y
j

6:3 4:4 2:2 �0:5 1:5 1:2 �3:4 �0:5 �1:8 �6:4 �4:1 �6:3a) Bere
hnen Sie die Sti
hprobenmittel �x, �y, die Sti
hproben-Standardabwei
hungen s
x

,s
y

und den empiris
hen KorrelationskoeÆzienten r
xy

.L�osung: Direkt aus den Daten ergibt si
h gem�a� De�nition 1.8 und Paragraph 1.5unter Ausn�utzung der Beziehung
nX

j =1(xj

� �x) � (y
j

� �y) = nX
j =1 xj

� y
j

� n � �x � �y�x = 4:42 s
x

= 3:653�y = � 0:62 s
y

= 3:997r
xy

= � 0:9196b) Bestimmen Sie die zugeh�orige Regressionsgerade y = a� + b� � x von y auf x.L�osung: Na
h Paragraph 1.5 ist b� = r
xy

� sys
x

und a� = �y � b� � �x, alsob� = �1:006a� = 3:84und die Regressionsgerade y = 3:84� 1:006 � x.
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Punkte und Regressionsgerade y = a� + b� � xF�ur die L�osung der n�a
hsten drei Aufgabenteile ben�otigen wir die aufsteigend sortierteny-Werte. Es isty() = (�6:4; �6:3; �4:1; �3:4; �1:8; �0:5; �0:5; 1:2; 1:5; 2:2; 4:4; 6:3)
) Bere
hnen Sie das 0.1-getrimmte Sti
hprobenmittel �y0:1 von (y1; : : : ; y12).
L

•

osung: Mit k = [12 � 0:1℄ = 1 ergibt si
h�y0:1 = 112� 2 � 1 � (y(2) + : : :+ y(11)) = �0:73d) Bestimmen Sie das Sti
hproben-0.15-Quantil ~y0:15 von (y1; : : : ; y12).
L

•

osung: Da 12 � 0:15 = 1:8 ni
ht ganzzahlig ist, ist mit k = [1:8℄ = 1~y0:15 = y(k+1) = y(2) = �6:3e) Bere
hnen Sie den Quartilsabstand von (y1; : : : ; y12).
L

•

osung: Da 0:25 � 12 = 3 und 0:75 � 12 = 9 beide ganzzahlig sind, ergibt si
h mitk1 = 3 und k2 = 9 ~y0:25 = y(k
1

) + y(k
1

+1)2 = y(3) + y(4)2 = �3:75~y0:75 = y(k
2

) + y(k
2

+1)2 = y(9) + y(10)2 = 1:85und damit der Quartilsabstand zu ~y0:75 � ~y0:25 = 5:6.



Aufgabe B2Seien X; Y zwei Zufallsvariablen mit Werten in f0; 1; 2; 3g bzw. f0; 1g. Die folgende Tabellegibt einige Werte der gemeinsamen Z�ahldi
he fX;Y (i; j) = P(X = i; Y = j) zweier Zufalls-zahlen X und Y an. XY i=0 i=1 i=2 i=3j=0 0:15 0:33 0:15j=1 0:05 0:11 0:05a) Bestimmen Sie P(X = 0), P(X > 0) und P(X + Y = 3).b) Bestimmen Sie die beiden bedingten Wahrs
heinli
hkeiten P(Y = 0 j X = 2) undP(Y = 1 j X � 2).
) Seien X und Y sto
hastis
h unabh�angig. Bestimmen Sie die fehlenden Werte in derTabelle, also P(X = 1; Y = 0) und P(X = 1; Y = 1).L�osung:a) P(X = 0) = P(X = 0; Y = 0)+P(X = 0; Y = 1) = fX;Y (0; 0)+fX;Y (0; 1) = 0:15+0:05 =0:2,P(X > 0) = 1� P(X = 0) = 1� 0:2 = 0:8,P(X + Y = 3) = P(X = 3; Y = 0) + P(X = 2; Y = 1) = fX;Y (3; 0) + fX;Y (2; 1) =0:15 + 0:11 = 0:26.b) P(Y = 0 j X = 2) = P(Y=0;X=2)P(X=2) = 0:330:33+0:11 = 0:330:44 = 0:75,P(Y = 1 j X � 2) = P(Y=1;X�2)P(X�2) = 0:11+0:050:33+0:15+0:11+0:05 = 0:160:64 = 0:25.
) P(Y = 1) = P(Y = 1 j X � 2) = 0:25,P(Y = 0) = 1� P(Y = 1) = 0:75,P(X = 1; Y = 0) = P(X = 1) � P(Y = 0) = (1 � (P(X = 0) + P(X � 2))) � 0:75 =(1� (0:2 + 0:64)) � 0:75 = 0:12,P(X = 1; Y = 1) = P(X = 1)� P(X = 1; Y = 0) = 0:16� 0:12 = 0:04.XY i=0 i=1 i=2 i=3j=0 0:15 0:12 0:33 0:15j=1 0:05 0:04 0:11 0:05
Aufgabe B3Eine Parallels
haltung bestehe aus zwei elektris
hen Elementen. Die Lebensdauer X1 des



ersten Elements und X 2 des zweiten Elements seien sto
hastis
h unabh�angig und jeweils
E xp (3) verteilt.a) Die Gesamtlebensdauer der Parallels
haltung Y ist de�niert dur
h

Y := maxfX 1 ; X 2g:Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion F Y von Y .b) Bere
hnen Sie P(Y > 2 j X 1 > 1).Sei in den folgenden drei Aufgabenteilen die Zufallsvariable Z � E xp (2).
) Bestimmen Sie den Erwartungswert von Z .d) Bere
hnen Sie P(Z > 0: 7).e) Geben Sie den gr�o�ten Wert t an, f�ur wel
he die Wahrs
heinli
hkeit P(Z > t ) � 0: 5 ist.L�osung:a)
F Y (t ) = P(Y � t ) = P(maxfX 1 ; X 2g � t ) = P(X 1 � t; X 2 � t )= P(X 1 � t )2 = (1� exp(�3t ))2 :b) P(Y > 2 j X 1 > 1) = P(Y > 2; X 1 > 1)P(X 1 > 1)= P(X 2 > 2; X 1 > 1) + P(X 2 � 2; X 1 > 2)P(X 1 > 1)= P(X 2 > 2)P(X 1 > 1) + P(X 2 � 2)P(X 1 > 2)P(X 1 > 1)= e

�6
e

�3 + e

�6(1� e

�6)
e

�3 = e

�6 + e

�3 � e

�9 � 0: 05214:
) E Z = 1= 2.d) P(Z > 0: 7) = e

�2�0:7 = e

�1:4 � 0: 2466.e) P(Z > t ) = e

�2t � 0: 5 () �2t � log(0: 5) () t � �12 log(0: 5) � 0: 3466. Der gr�o�teWert ist also t = 0: 3466.
Aufgabe B4



Bei dieser Aufgabe sollen jeweils die ri
htige bzw. die ri
htigen L�osungen angekreuzt werden.Fals
he Kreuze werden in den jeweiligen Aufgabenteilen negativ bewertet.Es seien X und Y sto
hastis
h unabh�angige Zufallsvariablen. X habe die Verteilung N(0; 1)und Y die Verteilung N(0; 4).a) F�ur die Verteilungsfunktion F von Y giltF (1) = �(1) � (fals
h)F (0) = 0:5 � (ri
htig)F (t) + F (�t) = 1 f�ur alle t 2 IR � (ri
htig)F (t) = F (�t) f�ur alle t 2 IR � (fals
h)b) Wel
he Aussagen sind f�ur alle t 2 IR ri
htig?P(Y � t j X � 1) = �(t) � (fals
h)P(Y � t j X � 1) = �(t=2) � (ri
htig)P(Y � t j X � 1) = �(t=4) � (fals
h)P(X � t j Y � 0) = �(t) � (ri
htig)Sei nun zus�atzli
h p 2 (0; 1), U := p �X + (1� p) � Y und V := (1� p) �X + p � Y .
) Es gilt EU = 8>><>>: 0 �(ri
htig)p � (1� p) �(fals
h)p �(fals
h)1 �(fals
h)d) Wel
he Aussagen sind ri
htig?U und V sind stets positiv korreliert � (r)U und V sind f�ur alle p unkorreliert � (f)U und V sind ni
ht unabh�angig � (r)U und V sind f�ur p > 0:5 positiv und f�ur p < 0:5 negativ korreliert � (f)
L

•

osung:a) Die Verteilungsfunktion F ist stetig und symmetris
h um 0 = EY . Damit folgt F (0) = 0:5und F (t) + F (�t) = F (t) + 1 � F (t) = 1 f�ur alle t 2 IR. Die anderen beiden Aussagengelten ni
ht, denn F (1) = �(1=2) und F (�1) = �(�1=2) < �(1=2) = F (1).b) Da X und Y sto
hastis
h unabh�angig sind, folgtP(X � t j Y � 0) = P(X � t) = �(t);P(Y � t j X � 1) = P(Y � t) = P( Y=2|{z}�N (0 ;1)

� t=2) = �(t=2):
) Wegen EX = EY = 0 folgtEU = E (pX + (1� p)Y ) = pEX + (1� p)EY = 0:d) Wegen der Unabh�angigkeit von X und Y erh�alt manCov(U; V ) = Cov(pX+(1�p)Y; (1�p)X+pY ) = p(1�p)(V (X)+V (Y )) = 5p(1�p) > 0:Daher sind U und V stets positiv korreliert. Weiter folgt, dass U und V ni
ht unabh�angigsind.



Aufgabe B5Bei dieser Aufgabe sollen jeweils die ri
htigen L�osungen angekreuzt werden. Fals
he Kreuzewerden in den jeweiligen Aufgabenteilen negativ bewertet.Seien X1; X2; � � � � N(�; �2) unabh�angig.a) Kreuzen Sie an, ob folgende S
h�atzer f�ur � erwartungstreu, konsistent sind.S
h�atzer f�ur � erwartungstreu konsistentja nein ja neinT1 = X4 x xT2 = 1n(X1 + � � �+Xn) x xb) Kreuzen Sie an, ob folgende S
h�atzer f�ur �2 "erwartungstreu\, "asymptotis
h erwartungs-treu aber ni
ht erwartungstreu\, "ni
ht asymptotis
h erwartungstreu\ sind.S
h�atzer f�ur �2 erwartungs- asympt. erwartungstreu ni
ht asympt.treu aber ni
ht erwartungstreu erwartungstreuS1 = 1n nPi=1(Xi � �X)2 xS2 = 1n�1 nPi=1(Xi � �X)2 xL�osung:a) ET1 = EX4 = �, also ist T1 erwartungstreu. Wegen V (T1) = �2 6! 0 ist T1 ni
htkonsistent.ET2 = 1n � n � � = �, also ist T2 erwartungstreu. Wegen V (T2) = �2n ! 0 f�ur n!1 undder Erwartungstreue von T2 ist T2 konsistent.b) S2 ist erwartungstreu (Satz 17.13).S1 = n�1n S2, also ES1 = n�1n �2 ! �2 f�ur n!1. Damit ist S1 asymptotis
h erwartungs-treu aber ni
ht erwartungstreu.
Aufgabe B6Ein Merkmal habe die Di
htef#(t) = 1(7#)2 � t � e�t=(7#); t > 0;wobei # 2 � := (0;1) ein unbekannter Parameter ist. X1; : : : ; Xn seien unabh�angige Zu-fallsvariablen mit Di
hte f#. # soll aufgrund einer unabh�angigen Sti
hprobe x = (x1; : : : ; xn)ges
h�atzt werden, wobei x1 > 0; : : : ; xn > 0 sind.a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-S
h�atzer #̂(x1; : : : ; xn) f�ur #.b) Xi ist �(�; �)-verteilt; bestimmen Sie � und �.




) nXi=1 Xi besitzt eine �(
; Æ)-Verteilung; bestimmen Sie 
 und Æ.L�osung:a) Wir bestimmen zun�a
hst die Ableitung M 0# des Logarithmus der Likelihood-Funktion:log f#(t) = �2 log(7#) + log(t)� t=(7#);M#(x) = nXi=1 log f#(xi) = �2n log(7#) + nXi=1 log(xi)� 17# nXi=1 xi;M 0#(x) = �14n7# + 17#2 nXi=1 xi = 17#2|{z}>0 (�14n# + nXi=1 xi):Daher gilt M 0#(x)8<: >=< 9=; 0 () #8<: <=> 9=; 114 �x:Der Maximum-Likelihood-S
h�atzer ist also #̂ = 114 �x.b) Dur
h einen Verglei
h mit der Di
hte der Gamma-Verteilung erh�alt man � = 2; � = 17# .
) Aus der Faltungsformel f�ur die Gamma-Verteilung folgtnXi=1 Xi � �(2n; 17#):


