
INSTITUT F�UR MATHEMATISCHE STOCHASTIK SS 2002UNIVERSIT�AT KARLSRUHEPriv.-Doz. Dr. D. Kadelka
KlausurWahrs
heinli
hkeitstheorie und Statistikvom 17.9.2002Musterl�osungenAAufgabe A1Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (x 1 ; y 1); : : : ; (x 10 ; y 10)

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x j � 4: 1 � 2: 9 � 2 � 0 : 8 0: 1 1 2 3: 1 4: 2 5

y j 10: 8 11: 2 6 6: 8 4: 5 3: 9 4: 1 2 1: 6 � 2: 3a) Bere
hnen Sie die Sti
hprobenmittel �x , �y , die Sti
hproben-Standardabwei
hungen s x,
s y und den empiris
hen KorrelationskoeÆzienten r xy.L�osung: Direkt aus den Daten ergibt si
h gem�a� De�nition 1.8 und Paragraph 1.5unter Ausn�utzung der BeziehungnXj=1(x j � �x ) � (y j � �y ) = nXj=1 x j � y j � n � �x � �y�x = 0: 56 s x = 3: 055�y = 4: 86 s y = 4: 113

r xy = � 0: 9502b) Bestimmen Sie die zugeh�orige Regressionsgerade y = a

� + b

�
� x von y auf x .L�osung: Na
h Paragraph 1.5 ist b

� = r xy �

s y
s x und a

� = �y � b

�
� �x , also

b

� = � 1: 279
a

� = 5: 58und die Regressionsgerade y = 5: 58 � 1: 279 � x .
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Punkte und Regressionsgerade y = a� + b� � x
F

•

ur die L

•

osung der n

•

ac hsten drei Aufgab en teile b en

•

otigen wir die aufsteigend sortierteny -W erte. Es ist y() = ( �2 :3 ; 1 :6 ; 2 ; 3 :9 ; 4 :1 ; 4 :5 ; 6 ; 6 :8 ; 10 :8 ; 11 :2)

c) Berec hnen Sie das 0.1-getrimm te Stic hprob enmittel �y0:1 v on ( y1; : : : ; y10 ).L�osung: Mit k = [10 � 0 :1] = 1 ergibt sic h

�y0:1 =

1

10 � 2 � 1

� ( y(2) + : : : + y(9) ) = 4 :963

d) Bestimmen Sie das Stic hprob en-0.2-Quan til ~y0:2 v on ( y1; : : : ; y10 ).L�osung: Da 10 � 0 :2 = 2 ganzzahlig ist, ist mit k = [2] = 2

~y0:2 =

y(k) + y(k+1)
2

=

y(2) + y(3)
2

= 1 :8

Aufgabe A2X sei eine normalv erteilte Zufallsv ariable mit dem Erw artungsw ert 0 und der V arianz 1 undY eine normalv erteilte Zufallsv ariable mit dem Erw artungsw ert 6 und der V arianz 4. Die

Zufallsv ariablen X und Y seien sto c hastisc h unabh

•

angig.



a) Bestimmen Sie P( Y � 8).L�osung: W egen Y � N ( �; �

2
) mit � := E Y = 6 und �

2
:= V ( Y ) = 4 und (9.6) giltP( Y � 8) = �

�;�

2
(8) = �

�

8 � �

�

�

= �

�

8 � 6

2

�

= �(1) :

W egen �(1) = 0 : 8413 (aus T ab elle A.1) folgtP( Y � 8) = 0 : 8413 :

b) Bestimmen Sie das 0 : 975-Quan til q 0: 975 der Zufallsv ariablen Y .L�osung: q 0: 975 ist die L

•

osung q der Gleic h ung

F

Y

( q ) = � 6; 4 ( q ) = �

�

q � 6

2

�

= 0 : 975 :

W egen �(1 : 9600) = 0 : 975 (aus T ab elle A.1) gilt also

q � 6

2

= 1 : 9600

und damit

q 0: 975 = q = 1 : 9600 � 2 + 6 = 9 : 92 :

c) Es seien die Zufallsv ariablen W := 2 X + bY und Z := 2 X � bY f

•

ur ein b 2 I R gegeb en.

Berec hnen Sie die V arianzen V ( W ) und V ( Z ) in Abh

•

angigk eit v on b .Hinweis: Nac h Aufgab enstellung ist V(X)=1 und V(Y)=4.L�osung:
Da X und Y sto c hastisc h unabh

•

angig sind, folgt mit den Rec henregeln f

•

ur die V arianz

(siehe Satz 12.11 c) und Satz 12.23 f ))

V ( W ) = 2

2 � V ( X ) + b

2 � V ( Y ) = 4 � 1 + b

2 � 4 = 4 + 4 b

2
;

V ( Z ) = 2

2 � V ( X ) + ( �b )

2 � V ( Y ) = 4 � 1 + b

2 � 4 = 4 + 4 b

2
:

d) Berec hnen Sie die Ko v arianz C ( W ; Z ) und den Korrelationsk o e�zien ten � ( W ; Z ) der

Zufallsv ariablen W und Z in Abh

•

angigk eit v on b .L�osung: W egen Satz 12.23 und der Unabh

•

angigk eit v on X und Y , also C ( X ; Y ) =

C ( Y ; X ) = 0, gilt

C ( W ; Z ) = C (2 X + bY ; 2 X � bY )

= C (2 X ; 2 X ) + C (2 X ; �bY ) + C ( bY ; 2 X ) + C ( bY ; �bY )

= 4 C ( X ; X ) � 2 bC ( X ; Y ) + 2 bC ( Y ; X ) � b

2
C ( Y ; Y )

= 4 V ( X ) � b

2
V ( Y ) = 4 � 1 � b

2 � 4

= 4 � 4 b

2
:

Nac h De�nition 12.22 b) des Korrelationsk o e�zien ten gilt

� ( W ; Z ) =

C ( W ; Z )

p

V ( W ) V ( Z )

=

4 � 4 b

2
p

(4 + 4 b

2
)(4 + 4 b

2
)

=

4 � 4 b

2
4 + 4 b

2 =

1 � b

2
1 + b

2



e) F�ur wel
he b sind W und Z unkorreliert?
L

•

osung: Mit 
) folgt
W und Z unkorreliert ( ) � (W ; Z ) = 0 ( ) j b j = 1 ( ) b 2 f� 1; 1g :

Aufgab e A3In einer Ferns
hreibzentrale tre�en t�agli
h X Ferns
hreiben der Firma A und Y Ferns
hrei-ben der Firma B ein. Aus Erfahrung wei� man, dass X eine Zufallsvariable mit der Poisson-Verteilung P o (� ) f�ur ein � > 0 und Y eine Zufallsvariable P o (� ) f�ur ein � > 0 ist. Au�erdemseien X und Y als sto
hastis
h unabh�angig vorausgesetzt.a) Geben Sie die Z�ahldi
hte der Zufallsvariablen X an.
L

•

osung: Na
h Def. 7.13 giltP(X = k ) = e

��

�

�

k

k ! ; k = 0; 1; 2; : : :b) Dr�u
ken Sie Z := "Anzahl der t�agli
h von A und B insgesamt einlaufenden Ferns
hrei-ben\ mit Hilfe von X und Y aus.
L

•

osung: Es ist Z = X + Y .
) Kreuzen Sie diejenigen Werte k an, die die Zufallsvariable Z annehmen kann.
L

•

osung: Da X und Y die Werte 0; 1; 2; : : : annehmen k�onnen, nimmt Z die Werte0; 1; 2; : : : an. Unter anderem werden daher die Werte 0; 1; 5; 6 und 1000 angenommen,die �ubrigen ni
ht.d) Bestimmen Sie P(Z � 2) und den Erwartungswert E Z f�ur den Fall � = 3 und � = 2.
L

•

osung: Mit � + � = 5 folgtP(Z � 2) = 1 � P(Z < 2)= 1 � (f

Z

(0) + f

Z

(1)) = 1 �

�

e

�5

�

500! + e

�5

�

511! �= 1 � e

�5 (1 + 5) = 1 � 6e

�5 = 0: 9596:Na
h Beispiel 12.5 gilt E Z = � + � = 5.e) Die Zufallsvariable U besitze die Binomialverteilung B in (100; 0: 05). Bestimmen SieP(U � 2) und den Erwartungswert E U .
L

•

osung: Wie in d) erh�alt manP(U � 2) = 1 � P(U < 2) = 1 � (f

U

(0) + f

U

(1))= 1 �

�� 1000 �

� 0: 050

� (1 � 0: 05)100 + � 1001 �

� 0: 051

� (1 � 0: 05)99

�= 1 �

� 0: 95100 + 100 � 0: 05 � 0: 9599

�= 1 � 0: 9599 (0: 95 + 5) = 1 � 5: 95 � 0: 9599 = 0: 9629:Na
h Tabelle S. 124 gilt E U = 100 � 0: 05 = 5.



Aufgab e A4

Die gemeinsame Z

•

ahldic h te fX;Y ( i; j ) zw eier Zufallszahlen X und Y ist in der folgenden

T ab elle gegeb en. So erh

•

alt man z.B. aus der T ab elle P( X = 0 ; Y = 1) = fX;Y (0 ; 1) = 0,

w enn man dort i = 0 und j = 1 setzt. i � 2 � 1 0 1j
0 0 :05 0 :05 0 :05 0 :05

1 0 :05 0 :10 0 0 :10

2 0 :05 0 :05 0 :05 0 :05

3 0 :15 0 :15 0 :05 0

a) Bestimmen Sie die Z

•

ahldic h te fY v on Y .

L

•

osung: Gem

•

a� (6.5) erh

•

alt man die Z

•

ahldic h te fY v on Y als Zeilensumme der obigen

Matrix. Es ist also j 0 1 2 3fY ( j ) 0 :20 0 :25 0 :20 0 :35

b) Berec hnen Sie EY .

L

•

osung: EY =

3Xj =0

j � fY ( j ) = 0 � 0 :20 + 1 � 0 :25 + 2 � 0 :20 + 3 � 0 :35 = 1 :7

c) Bestimmen Sie die b edingten W ahrsc heinlic hk eiten P( X = i j Y = 1) v on X un ter der

Bedingung Y = 1 f

•

ur i = � 2 ; : : : ; 1.

L

•

osung: Nac h De�nition 10.5 und w egen b) gilt f

•

ur i = � 2 ; : : : ; 1P( X = i j Y = 1) =

P( X = i; Y = � 1)P( Y = 1)

=

fX;Y ( i; 1)fY (1)

= 4 � fX;Y ( i; 1)

und damit i � 2 � 1 0 1P( X = i j Y = 1) 0 :2 0 :4 0 :0 0 :4

d) Berec hnen Sie P( X � 0 j Y = 1).

L

•

osung: Mit c) erh

•

alt manP( X � 0 j Y = 1) = P( X = � 2 j Y = 1) + P( X = � 1 j Y = 1) + P( X = 0 j Y = 1)

= 0 :2 + 0 :4 + 0 :0 = 0 :6 :



e) Bestimmen Sie P( X + Y = 2).

L

•

osung: Es ist f X + Y = 2 g = f X = � 1 ; Y = 3 g + f X = 0 ; Y = 2 g + f X = 1 ; Y = 1 g

und damitP( X + Y = 2) = P( X = � 1 ; Y = 3) + P( X = 0 ; Y = 2) + P( X = 1 ; Y = 1)

= 0 : 15 + 0 : 05 + 0 : 10 = 0 : 30

Aufgab e A5

Ein Merkmal hab e die Dic h te der Erlang-V erteilung E (3 ; 1 =# )

t ! f # ( t ) :=

t

2

2 #

3

� e

�t=#
; t > 0 ;

w ob ei # 2 � := (0 ; 1 ) ein un b ek ann ter P arameter ist. # soll aufgrund einer unabh

•

angigen

Stic hprob e x = ( x

1

; : : : ; x n ) gesc h

•

atzt w erden, w ob ei x

1

> 0 ; : : : ; x n > 0 sind.

a) Der Maxim um-Lik eliho o d-Sc h

•

atzer

^

# ( x

1

; : : : ; x n ) f

•

ur # ist v on der F orm

^

# ( x

1

; : : : ; x n ) = a �

n
X j =1

x

bj
mit gewissen Konstan ten a und b . Bestimmen Sie

^

# ( x

1

; : : : ; x n ).

L

•

osung: Es ist

log( f # ( t )) = 2 log ( t ) � log(2) � 3 log ( # ) �

t

#

; t > 0 ;

also

M x ( # ) =

n
X j =1

log( f # ( x j )) =

n
X j =1

�

2 log ( x j ) � log(2) � 3 log ( # ) �

x j
#

�

= 2

n
X j =1

log( x j ) � n log(2) � 3 n log ( # ) �

1

#

n
X j =1

x j :

Es gilt

M

0x ( # ) = �

3 n

#

+

1

#

2

n
X j =1

x j = �

3 n

#

2

 

# �

1

3 n

n
X j =1

x j !

>

=

<

0

genau dann, w enn (b eac h te �

3 n#2 < 0)

#

<

=

>

1

3 n

n
X j =1

x j =:

^

# ( x ) :



Daher ist ^
# (x ) die einzige Maximumstelle von # ! M x(# ), insbesondere ist(x 1 ; : : : ; x n) !

^
# (x ) = 13n

nXj=1 x jder gesu
hte Maximum-Likelihood-S
h�atzer f�ur # und damit a = 13n und b = 1.b) Als bekannt werde vorausgesetzt, dass E # X j = 3# f�ur die Sti
hprobenvariablen X j gilt,
j = 1; : : : ; n . F�ur wel
he Konstante c 2 R ist daher

T (x 1 ; : : : ; x n) := c �

^
# (x 1 ; : : : ; x n)ein erwartungstreuer S
h�atzer f�ur # ?

L

•

osung: Es gilt mit den Re
henregeln f�ur den Erwartungswert und wegen a)
E # T (X 1 ; : : : ; T n) = E # �c �

^
# (X 1 ; : : : ; X n)� = E #  c � a �

nXj=1 X j!= c �

13n

� n � 3# = c � #:Da T genau dann ein erwartungstreuer S
h�atzer f�ur # ist, wenn E # T (X 1 ; : : : ; T n) = #f�ur alle # > 0 gilt (Def. 17.11), muss c = 1 sein.
Aufgab e A6Eine Firma besitzt n = 19 glei
hartige Computer, wel
he unabh�angig voneinander und unterglei
hen Bedingungen 5 Jahre eingesetzt worden waren. Dabei mussten x = 11 dieser Com-puter niemals repariert werden, w�ahrend die �ubrigen Computer mindestens einmal aus�elen.Es sei p die Wahrs
heinli
hkeit, dass ein Computer dieser Bauart 5 Jahre ohne Reparatureinsatzf�ahig ist. Geben Sie ein Kon�denzintervall

C 1(x ) = [l (x ) ; L (x )℄zum Kon�denzniveau 0: 95 f�ur die Wahrs
heinli
hkeit p an.
Hin w eis: Benutzen sie zur L�osung Tabelle A.4
L

•

osung: Na
h Voraussetzung kann wie in Beispiel 18.5 ein ideales Zufallsexperiment mitden zwei m�ogli
hen Ergebnissen "Niemals repariert\ (Tre�er) und "Mindestens einmal aus-gefallen\ (Niete) und der Tre�erwahrs
heinli
hkeit # := p angesehen werden. Na
h diesemBeispiel und wegen 18.6 ist das gesu
hte Kon�denzintervall [l (x ); L (x )℄, wobei die Kon�-denzgrenzen l (x ) und L (x ) f�ur x = 11 und n � x = 8 und 1 � � = 0: 95 aus Tabelle A.4entnommen werden. Dies ergibt das Kon�denzintervall
C 1(x ) = [0: 335 ; 0: 797℄ :



INSTITUT F�UR MATHEMATISCHE STOCHASTIK SS 2002UNIVERSIT�AT KARLSRUHEPriv.-Doz. Dr. D. Kadelka
KlausurWahrs
heinli
hkeitstheorie und Statistik

v om 17.9.2002Musterl�osungenBAufgabe B1Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (x1; y1); : : : ; (x10; y10)j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10x
j

�4:1 �3 �2:1 �0:6 0:1 1:1 1:8 2:9 4:2 5:4y
j

7:9 9:3 5:9 6:5 3:3 3:2 �0:1 2:8 1:7 �1:1a) Bere
hnen Sie die Sti
hprobenmittel �x, �y, die Sti
hproben-Standardabwei
hungen s
x

,s
y

und den empiris
hen KorrelationskoeÆzienten r
xy

.L�osung: Direkt aus den Daten ergibt si
h gem�a� De�nition 1.8 und Paragraph 1.5unter Ausn�utzung der Beziehung
n

X

j =1(xj

� �x) � (y
j

� �y) = n

X

j =1 xj

� y
j

� n � �x � �y�x = 0:57 s
x

= 3:109�y = 3:94 s
y

= 3:396r
xy

= � 0:9055b) Bestimmen Sie die zugeh�orige Regressionsgerade y = a� + b� � x von y auf x.L�osung: Na
h Paragraph 1.5 ist b� = r
xy

� sys
x

und a� = �y � b� � �x, alsob� = �0:989a� = 4:5und die Regressionsgerade y = 4:5� 0:989 � x.
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Punkte und Regressionsgerade y = a

�
+ b

� � x

F

•

ur die L

•

osung der n

•

ac hsten drei Aufgab en teile b en

•

otigen wir die aufsteigend sortierten

y -W erte. Es ist

y

()

= ( �1 : 1 ; �0 : 1 ; 1 : 7 ; 2 : 8 ; 3 : 2 ; 3 : 3 ; 5 : 9 ; 6 : 5 ; 7 : 9 ; 9 : 3)

c) Berec hnen Sie das 0.1-getrimm te Stic hprob enmittel �y

0 : 1

v on ( y

1

; : : : ; y

10

).L�osung: Mit k = [10 � 0 : 1] = 1 ergibt sic h

�y

0 : 1

=

1

10 � 2 � 1

� ( y

(2)

+ : : : + y

(9)

) = 3 : 9

d) Bestimmen Sie das Stic hprob en-0.2-Quan til ~y

0 : 2

v on ( y

1

; : : : ; y

10

).L�osung: Da 10 � 0 : 2 = 2 ganzzahlig ist, ist mit k = [2] = 2

~y

0 : 2

=

y

( k )

+ y

( k +1)

2

=

y

(2)

+ y

(3)

2

= 0 : 8

Aufgabe B2
X sei eine normalv erteilte Zufallsv ariable mit dem Erw artungsw ert 0 und der V arianz 1 und

Y eine normalv erteilte Zufallsv ariable mit dem Erw artungsw ert 8 und der V arianz 4. Die

Zufallsv ariablen X und Y seien sto c hastisc h unabh

•

angig.



a) Bestimmen Sie P(Y � 12).L�osung: Wegen Y � N (�; �

2) mit � := E Y = 8 und �

2 := V (Y ) = 4 und (9.6) giltP(Y � 12) = �
�;�

2 (12) = � � 12� �

�

� = � � 12� 82 � = �(2):Wegen �(2) = 0: 9772 (aus Tabelle A.1) folgtP(Y � 12) = 0: 9772:b) Bestimmen Sie das 0: 975-Quantil q 0: 975 der Zufallsvariablen Y .L�osung: q 0: 975 ist die L�osung q der Glei
hung
F

Y

(q ) = �8; 4(q ) = � �

q � 82 � = 0: 975:Wegen �(1: 9600) = 0: 975 (aus Tabelle A.1) gilt also
q � 82 = 1: 9600und damit

q 0: 975 = q = 1: 9600 � 2 + 8 = 11: 92:
) Es seien die Zufallsvariablen W := X + bY und Z := X � bY f�ur ein b 2 IR gegeben.Bere
hnen Sie die Varianzen V (W ) und V (Z ) in Abh�angigkeit von b .Hinweis: Na
h Aufgabenstellung ist V(X)=1 und V(Y)=4.L�osung:Da X und Y sto
hastis
h unabh�angig sind, folgt mit den Re
henregeln f�ur die Varianz(siehe Satz 12.11 
) und Satz 12.23 f))
V (W ) = V (X ) + b

2 � V (Y ) = 1 + b

2 � 4 = 1 + 4b

2
;

V (Z ) = V (X ) + (�b )2 � V (Y ) = 1 + b

2 � 4 = 1 + 4b

2
:d) Bere
hnen Sie die Kovarianz C (W ; Z ) und den KorrelationskoeÆzienten � (W ; Z ) derZufallsvariablen W und Z in Abh�angigkeit von b .L�osung: Wegen Satz 12.23 und der Unabh�angigkeit von X und Y , also C (X ; Y ) =

C (Y ; X ) = 0, gilt
C (W ; Z ) = C (X + bY ; X � bY )= C (X ; X ) + C (X ; �bY ) + C (bY ; X ) + C (bY ; �bY )= C (X ; X )� bC (X ; Y ) + bC (Y ; X )� b

2
C (Y ; Y )= V (X )� b

2
V (Y ) = 1� b

2 � 4= 1� 4b

2
:Na
h De�nition 12.22 b) des KorrelationskoeÆzienten gilt

� (W ; Z ) = C (W ; Z )
p

V (W )V (Z ) = 1� 4b

2
p (1 + 4b

2)(1 + 4b

2) = 1� 4b

21 + 4b

2



e) F

•

ur w elc he b sind W und Z unk orreliert?L�osung: Mit c) folgtW und Z unk orreliert () �( W;Z ) = 0 () j2 bj = 1 () b 2 �� 1

2

; 1

2

� :
Aufgabe B3
In einer F ernsc hreibzen trale tre�en t

•

aglic h X F ernsc hreib en der Firma A und Y F ernsc hrei-

b en der Firma B ein. Aus Erfahrung w ei� man, dass X eine Zufallsv ariable mit der P oisson-

V erteilung Po( � ) f

•

ur ein � > 0 und Y eine Zufallsv ariable Po( � ) f

•

ur ein � > 0 ist. Au�erdem

seien X und Y als sto c hastisc h unabh

•

angig v orausgesetzt.

a) Geb en Sie die Z

•

ahldic h te der Zufallsv ariablen Y an.L�osung: Nac h Def. 7.13 gilt

P ( Y = k ) = e� � � � kk !

; k = 0 ; 1 ; 2 ; : : :
b) Dr

•

uc k en Sie Z :=

"

Anzahl der t

•

aglic h v on A und B insgesam t einlaufenden F ernsc hrei-

b en \ mit Hilfe v on X und Y aus.L�osung: Es ist Z = X + Y .

c) Kreuzen Sie diejenigen W erte k an, die die Zufallsv ariable Z annehmen k ann.L�osung: Da X und Y die W erte 0 ; 1 ; 2 ; : : : annehmen k

•

onnen, nimm t Z die W erte

0 ; 1 ; 2 ; : : : an. Un ter anderem w erden daher die W erte 1 ; 5 ; 8 und 2000 angenommen,

die

•

ubrigen nic h t.

d) Bestimmen Sie P ( Z � 2) und den Erw artungsw ert E Z f

•

ur den F all � = 1 und � = 3.L�osung: Mit � + � = 4 folgt

P ( Z � 2) = 1 � P ( Z < 2)

= 1 � ( f
Z

(0) + f
Z

(1)) = 1 � �e� 4 � 4

0
0!

+ e� 4 � 4

1
1!

�
= 1 � e� 4

(1 + 4) = 1 � 5 e� 4
= 0 :9084 :

Nac h Beispiel 12.5 gilt E Z = � + � = 4.

e) Die Zufallsv ariable U b esitze die Binomialv erteilung Bin(100 ; 0 :04). Bestimmen Sie

P ( U � 2) und den Erw artungsw ert E U .L�osung: Wie in d) erh

•

alt man

P ( U � 2) = 1 � P ( U < 2) = 1 � ( f
U

(0) + f
U

(1))

= 1 � ��
100

0

� � 0 :04

0 � (1 � 0 :04)

100
+

�
100

1

� � 0 :04

1 � (1 � 0 :04)

99�
= 1 � �

0 :96

100
+ 100 � 0 :04 � 0 :96

99�
= 1 � 0 :96

99
(0 :96 + 4) = 1 � 4 :96 � 0 :96

99
= 0 :9128 :

Nac h T ab elle S. 124 gilt E U = 100 � 0 :04 = 4.



Aufgabe B4
Die gemeinsame Z

•

ahldic h te f

X ;Y

( i; j ) zw eier Zufallszahlen X und Y ist in der folgenden

T ab elle gegeb en. So erh

•

alt man z.B. aus der T ab elle P ( X = 0 ; Y = 0) = f

X ;Y

(0 ; 0) = 0,

w enn man dort i = 0 und j = 0 setzt.

i � 2 � 1 0 1

j

� 1 0 : 05 0 : 05 0 : 05 0 : 10

0 0 : 05 0 : 05 0 0 : 10

1 0 : 05 0 : 10 0 : 05 0 : 05

2 0 : 10 0 : 15 0 : 05 0

a) Bestimmen Sie die Z

•

ahldic h te f

Y

v on Y .L�osung: Gem

•

a� (6.5) erh

•

alt man die Z

•

ahldic h te f

Y

v on Y als Zeilensumme der obigen

Matrix. Es ist also

j � 1 0 1 2

f

Y

( j ) 0 : 25 0 : 20 0 : 25 0 : 30

b) Berec hnen Sie E Y .L�osung:
E Y =

2
X

j =� 1 j � f

Y

( j ) = � 1 � 0 : 25 + 0 � 0 : 20 + 1 � 0 : 25 + 2 � 0 : 30 = 0 : 6

c) Bestimmen Sie die b edingten W ahrsc heinlic hk eiten P ( X = i j Y = 0) v on X un ter der

Bedingung Y = 0 f

•

ur i = � 2 ; : : : ; 1.L�osung: Nac h De�nition 10.5 und w egen b) gilt f

•

ur i = � 2 ; : : : ; 1

P ( X = i j Y = 0) =

P ( X = i; Y = 0)

P ( Y = 0)

=

f

X ;Y

( i; 0)

f

Y

(0)

= 5 � f

X ;Y

( i; 0)

i � 2 � 1 0 1

P ( X = i j Y = 0) 0 : 25 0 : 25 0 : 00 0 : 50

d) Berec hnen Sie P ( X � 0 j Y = 0).L�osung: Mit c) erh

•

alt man

P ( X � 0 j Y = 0) = P ( X = � 2 j Y = 0) + P ( X = � 1 j Y = 0) + P ( X = 0 j Y = 0)

= 0 : 25 + 0 : 25 + 0 : 00 = 0 : 50

e) Bestimmen Sie P ( X + Y = 1).L�osung: Es ist f X + Y = 1 g = f X = � 1 ; Y = 2 g + f X = 0 ; Y = 1 g + f X = 1 ; Y = 0 g

und damit

P ( X + Y = 1) = P ( X = � 1 ; Y = 2) + P ( X = 0 ; Y = 1) + P ( X = 1 ; Y = 0)

= 0 : 15 + 0 : 05 + 0 : 10 = 0 : 30



Aufgab e B5Ein Merkmal habe die Di
hte der Erlang-Verteilung E (4; 1=# )
t ! f

#

(t ) := t

36#

4

� e

� t=#

; t > 0;wobei # 2 � := (0; 1) ein unbekannter Parameter ist. # soll aufgrund einer unabh�angigenSti
hprobe x = (x

1

; : : : ; x

n

) ges
h�atzt werden, wobei x

1

> 0; : : : ; x

n

> 0 sind.a) Der Maximum-Likelihood-S
h�atzer ^
# (x

1

; : : : ; x

n

) f�ur # ist von der Form^
# (x

1

; : : : ; x

n

) = a � n

X

j =1

x

b

jmit gewissen Konstanten a und b . Bestimmen Sie ^
# (x

1

; : : : ; x

n

).
L

•

osung: Es istlog(f

#

(t )) = 3 log(t )� log(6)� 4 log(# )� t

#

; t > 0;also
M

x

(# ) = n

X

j =1

log(f

#

(x

j

)) = n

X

j =1

� 3 log(x

j

)� log(6)� 4 log(# )� x

j

#

�= 3 n

X

j =1

log(x

j

)� n log(6)� 4n log(# )� 1
#

n

X

j =1

x

j

:Es gilt
M

0

x

(# ) = �4n

#

+ 1
#

2

n

X

j =1

x

j

= �4n

#

2

 

# � 14n

n

X

j =1

x

j

!

>=
<

0genau dann, wenn (bea
hte � 4 n

#

2 < 0)
#

<=
>

14n

n

X

j =1

x

j

=: ^# (x ):Daher ist ^
# (x ) die einzige Maximumstelle von # ! M

x

(# ), insbesondere ist(x

1

; : : : ; x

n

)! ^
# (x ) = 14n

n

X

j =1

x

jder gesu
hte Maximum-Likelihood-S
h�atzer f�ur # .b) Als bekannt werde vorausgesetzt, dass E

#

X

j

= 4# f�ur die Sti
hprobenvariablen X

j

gilt,
j = 1; : : : ; n . F�ur wel
he Konstante c 2 R ist daher

T (x

1

; : : : ; x

n

) := c � ^# (x

1

; : : : ; x

n

)



ein erwartungstreuer S
h�atzer f�ur # ?L�osung: Es gilt mit den Re
henregeln f�ur den Erwartungswert und wegen a)
E # T (X 1 ; : : : ; T n) = E # �

c � ^# (X 1 ; : : : ; X n)� = E #  

c � a � n
X j=1 X j != c � 14n

� n � 4# = c � #:Da T genau dann ein erwartungstreuer S
h�atzer f�ur # ist, wenn E # T (X 1 ; : : : ; T n) = #f�ur alle # > 0 gilt (Def. 17.11), muss c = 1 sein.
Aufgabe B6Eine Firma besitzt n = 19 glei
hartige Computer, wel
he unabh�angig voneinander und unterglei
hen Bedingungen 5 Jahre eingesetzt worden waren. Dabei mussten x = 11 dieser Com-puter niemals repariert werden, w�ahrend die �ubrigen Computer mindestens einmal aus�elen.Es sei p die Wahrs
heinli
hkeit, dass ein Computer dieser Bauart 5 Jahre ohne Reparatureinsatzf�ahig ist. Geben Sie ein Kon�denzintervallC1(x ) = [l (x ) ; L (x )℄zum Kon�denzniveau 0: 90 f�ur die Wahrs
heinli
hkeit p an.Hinweis: Benutzen sie zur L�osung Tabelle A.4L�osung: Na
h Voraussetzung kann wie in Beispiel 18.5 ein ideales Zufallsexperiment mitden zwei m�ogli
hen Ergebnissen "Niemals repariert\ (Tre�er) und "Mindestens einmal aus-gefallen\ (Niete) und der Tre�erwahrs
heinli
hkeit # := p angesehen werden. Na
h diesemBeispiel und wegen 18.6 ist das gesu
hte Kon�denzintervall [l (x ); L (x )℄, wobei die Kon�-denzgrenzen l (x ) und L (x ) f�ur x = 11 und n � x = 8 und 1 � � = 0: 90 aus Tabelle A.4entnommen werden. Dies ergibt das Kon�denzintervallC1(x ) = [0: 368 ; 0: 770℄ :


