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Hinweise:

1. Zugelassen zur Klausur sind alle Studierenden, die im Ubungsbetrieb des Sommer-
semesters 2005 mindestens 20 Punkte erreicht haben.

]

Hilfsmittel wie Skripten, Vorlesungsmitschrillen, Biicher, Taschenrechner, etc. sind
nicht erlaubt.

Verwenden Sie bitte fiir jede Aufgabe ein neues Blatt, und versehen Sie es mit
Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnummer.

.O:

4. Bitte legen Sie Ihren Studierendenausweis bereit.
5. Die Bearbeitungszeit betrdagt 120 Minuten.

6. Zum Bestehen der Klausur sind 14 Punkte hinreichend.



Aufgabe 1: Gegeben sei die Funktion f(z) = —1+ 2% — 525,

(a) Zeigen Sie, dass f(z) im Intervall [—1,0] genau einen Fixpunkt z* besitzt und dass die
Fixpunktiteration z,+1 = f(x,) fir jeden Startwert xo € [—1,0] gegen z* konvergiert.

(b) Wieviel Iterationsschritte des Verfahrens x,1 = f(x,) miissen, ausgehend vom Startwert
1o = 0, mindestens durchgefiihrt werden, um |z, — 2*| < 107° garantieren zu kénnen?
Hinweis: log;((2) < 0.4.

(c) Formulieren Sie das Newton-Verfahren zur Berechnung einer Nullstelle von f und berech-
nen Sie eine Iterierte ausgehend vom Startwert xg = —1.

Aufgabe 2: Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

12 0 1 -3
2 8 4 —2
A=l o4 5 1 | mdb=|
12 -1 11 6

(a) Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix A.
(b) Losen Sie mit Hilfe dieser Cholesky-Zerlegung das lineare Gleichungssystem.

(c) Zu den Messwerten

soll eine Gerade y(z) = a + Bz so bestimmt werden, dass > |y(z;) — y;|> minimal wird.

Bestimmen Sie die optimalen Parameter o und § und berechnen Sie dieses Minimum.

Aufgabe 3: Gegeben sei das Polynom p(z) = 423 — 62 + 3.

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin einen Kreis um 0, in dem alle Null-
stellen von p(z) liegen.

(b) Verwenden Sie den Satz von Sturm, um die Anzahl der Nullstellen von p(z) in den Inter-
vallen [—2, —1], [-1,0] und [0, 1] zu bestimmen.

(c) Entwickeln Sie p(x) nach Potenzen von (z + 2) mit Hilfe des vollsténdigen Hornerschemas
und geben Sie p®) (—2) an.



Aufgabe 4:

(a) Gegeben sei die Funktion f(z) = sin? (3) — 2%. Berechnen Sie das Interpolationspolynom
p3 zu f beziiglich xo = —5, 11 = —%,xg = % und z3 = % in Newton-Gestalt.
o e
Hinweis: sin (%) = Y=,

(b) Zeigen Sie die Fehlerabschitzung zur Funktion f aus (a)

Hinweise: cos?(z) — sin?(z) = cos(2z).

(c) Geben Sie die Definition eines kubischen Splines an. Welche Arten von Randvorgaben
koénnen sinnvoll vorgegeben werden? Gegeben sei die Funktion g(x) = 33

+2 und die Knoten
xT

xg = —1,2z1 = 0 und xo = 1. Zeigen Sie, dass die Funktion s definiert durch
(2) %—%xﬁ-xQ—%x?’, -1 <z<0
s(x) =
B_To4+a?— a3, 0<z<1

der zugehérige interpolierende kubische Spline ist, der den Randvorgaben s'(z¢) = ¢'(z0)
und s'(z2) = ¢'(z2) geniigt.

Aufgabe 5: Gegeben sei das Integral

1
1
1:/ B g
—1 1+.’E2
2 1

To 1 bezeichnet die zusammengesetzte Trapezregel zur Schrittweite 5% = 35T

(a) Bestimmen Sie N so, dass |I — Ty x| < 107 fiir k > N garantiert werden kann.
Hinweise: loglo 2 < 04, loglo 5 > 0.6.

(b) Berechnen Sie Tp 0, 70,1, T0,2. Verbessern Sie die Naherung durch Berechnung der ersten
drei Zeilen des Romberg-Schemas.

Aufgabe 6:

(a) Bestimmen Sie die Fourierreihe zu der 2m-periodischen Funktion f, welche auf [0,27)
gegeben ist durch

z—7m O0<zxz<m
f(x)—{ 0 T <x<2m.

(b) Gegeben sei das Polynom p(x) = 1 — 6x + 42°. Bestimmen Sie die Bezier-Darstellung fiir
p(z). Berechnen Sie p (%) mit dem Algorithmus von de Casteljau. Skizzieren Sie den Graph
des Polynoms sowie das Bezier-Polygon fiir = € [0, 1] in einem Schaubild.



Losung zur Nachklausur vom 22. Februar 2006
Aufgabe 1: Gegeben sei die Funktion f(z) = —1 + §2% — {5a°.

a) Zeigen Sie, dass f(x) im Intervall [—1, 0] genau einen Fixpunkt z* besitzt und dass die Fixpunktiteration x,, 1 =
Zeigen Sie, d im Intervall [—1,0 inen Fi kt x* besitzt und dass die Fi ktiterati 4
f(x,) fir jeden Startwert o € [—1,0] gegen z* konvergiert.

(b) Wieviel Iterationsschritte des Verfahrens z,+1 = f(z,) miissen ausgehende vom Startwert o = 0 mindestens
durchgefiihrt werden, um |z,, — 2*| < 107> garantieren zu kénnen? Hinweis: log;,(2) < 0.4.

(¢) Formulieren Sie das Newton-Verfahren zur Berechnung einer Nullstelle von f und berechnen Sie eine Iterierte

ausgehend vom Startwert xo = —1.
Losung:
(a) Zu zeigen: Voraussetzunge des BFPS 1/2

(1) I =][-1,0] abgeschlossen
(2) f Abb. in sich: f(I) C I: Bestimme Maxima/Minima von f:

1 1 1
f’(:c):—:cf—:cQ:—:c[lf:c];()é:c:()oder:czlgél
4 4 4
Untersuchung der Randwerte:
1 1 —24+34+2 19
f(=1) +t3t ol 51 €1 1(0) €
19
= =) <@ <f(-)=-g <0=fmct 12

(3) f Kontraktion, d.h. |f(x) — f(y)| < L|z — y|, L € (0,1): Da f diffbar, gilt

max |z — 27|

1
L = max |fl(x)| = max 116[7170]

z€[—1,0] z€[—1,0]

z—a2? = —(x— 3)*+ 1 ist eine nach unten offene Parabel mit Scheitelpunkt (1/2,1/4),

1 1 1
5 max [f'(x) = f(~1)] = 7| 1- (-1 = 4| -2|=5 =1

z€[—1,0]

= Bed. des BFPS sind erfiillt, 2,11 = f(2,,) konv. fiir jeden Startwert o € I gegen Fixpunkt a* € [—1,0].

(b) Fiir die Anzahl der Iterationsschritte sollte gelten (a-priori Schranke): |z, — 2*| < {£-|z1 — 2o|: 1/2)
o 1y N
= |x, —2"| < 71 f(z0) — 2o = | 5 |-1-0/={= <10™ 1/2
1-3 2 2
4

= 10° < 2" ! = log;( 10° < log;p 2" ' = 5< (n —1)logp2 < (n — Do

2 2 25 27
=H<-n—=- = —4+1== 11/2
< 5n 5 n > 5 + 5 /

Es miissen mindestens n = 14 > 2—27 Iterationsschritte durchgefithrt werden um |z, — z*| < 1075 garantieren zu
kénnen. 1/2



(c) Die Iterationsvorschrift fiir das Newton-Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle von f(z) lautet

In unserem Fall ist

und damit folgt

Damit erhalten wir

T
Tpt1 = Ty, — J{,((x”)), n=0,1,2,...
1 2 3 / 1 2
fl@)y=—-1+ 3% T und f'(z) = —x — 1
1+ lxi _ sz
Tnyl = Tp — lxs —lx;2 1/2
4n 47n
-1 2 19 31
35'():71,1'1*717'](‘( ) 1 24 _ =
f1(=1) —-1 12 12

1/2



Aufgabe 2: Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

1 2 0 1 -3
2 8 4 2 -2
A= 04 5 —1 und b = 4
1 2 -1 11 6

(a) Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix A.
(b) Losen Sie mit Hilfe dieser Cholesky-Zerlegung das lineare Gleichungssystem.

(¢) Zu den Messwerten
z [[0]1]2]3]4
vi[8]5]1]1]0
soll eine Gerade y(x) = a + Bz so bestimmt werden, dass >_ |y(x;) — v;|?> minimal wird. Bestimmen Sie die
optimalen Parameter o und (3 und berechnen Sie dieses Minimum.

Lésung:

(a) 2 Alternativen zur Durchfithrung der Cholesky-Zerlegung:

1. Alternative: Ablesen der Koeffizienten von L aus Matrixdarstellung

1 2 0 1 1 0 0 O 1 2 0 1
A — 2 8 4 2 2 2 0 0 0 2 2 0
o 04 5 -1 0 2 1 0 0 0 1 -1
1 2 -1 11 1 0 -1 3 0O 0 0 3
2. Alternative Cholesyk-Algorithmus
li1 = +an =v1=1
2
9. Zeile: Iy = 2L — 2 _ 9
loo = \/az — |lz1]2 = /8 — [2]2 =2
0
3. Zeile: Iy = 2L = 2 =0
1 1
l32 = 7—(as2 — l31lo1) = 5(4—-0-2) =2
log 2
Iz = Vags — [la1]? — [la2 = /5 - [0]2 = 22 =1
1
A4 Zeile: Iy = 4L — 2
111 1

1 1
142 = Z—(a42 — l41l21) = 5(2 —1- 2) =0
22

1 1
lyz = l_(a43 —lailz1 — laalse) = 1(—1 -1:0-0-2)=-1
33

las = VVass — ln]? = [lao|? — [las? = V11 = 12 = 02 = | - 1] =3

(b)
Az =b = LL 2 =b mit LTz =y
1 -3 y1 = -3
- 2 2 -2 y2 = (-2+6)/2=2
Ly=b 5 5 4 4 Y3 (4—2-2)=0
10 -1 3|6 ys = (64+3+0)/3=3
1 2 0 1 |-3 ry = —-3—-1=-4
T 22 0| 2 9 = 0
L z=y 1 ~11| 0 vy = 1 Ansatz7 Rechnung
3 3 Ty = 1



(€) z=(0,1,2,3,4)T, y = (8,5,1,1,0)T mit y(z;) = o + Bz; < LGS A( e > = y mit

v=a ()], =l (5)

2 2

4
¥(a,b) = Z i (i) — yal” = Iglél
i=0 ’

= min
2 B 2
Das Minimum des Residuums ist gegeben durch die Losung der Normalgleichung AT Az = ATy. 1/2
10
11
. (11111 (5 10
AA<1234 L2 f=1{ 10 3 ) mwd
1 3
1 4
8
1 1 1 1 1 > 15
T, — _
Ay‘( 1234) ' _(10)
0
T 4T, 5 10|15 5 10| 15 1 2] 3
A= 30‘10 0 10‘20 0 1‘2
=p=-2a=7T= ylx)=a+fr=7-2z 1/2
Wert des Minimums:
8 10 ? 8 7\ |
. 2 5 11 7 5 5
1/2] (0, ) = r<_2) =t [-f12 (_2> =l |- 3
2 1 1 3 1 1
0 1 4 ) 0 -1 )
=@-72+05-5°+(1-3°+(1-1)*+0+1)>*=1+4+1=6

=Wert des Minimums \/¥(7, —2) = V6 1/2



Aufgabe 3: Gegeben sei das Polynom p(z) = 423 — 6z + 3.

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin einen Kreis um 0, in dem alle Nullstellen von p(x) liegen.

(b) Verwenden Sie den Satz von Sturm, um die Anzahl der Nullstellen von p(z) in den Intervallen [-2, —1], [-1, 0]
und [0, 1] zu bestimmen.

(¢) Entwickeln Sie p(x) nach Potenzen von (x+2) mit Hilfe des vollstindigen Hornerschemas und geben Sie p(*) (—2)

an.
Losung:
(a) Gerschgorin: Nullstellen z1, ..., 7, von p(z) = 2" + a,_12" " + -+ + ag liegen im Kreis K(0,7) mit
n—1
r <max{ 1, Z la;| p und r <max{|aol, 1+ |ai],..., 1+ |an—1]}
§=0
= Normiere Polynom p: @ =23 - %:c + % 1/2
3 3 9 3 3 5
r §max{1,‘1‘ + ‘—5‘} =7 und 7 gmax{‘Z 1+ ‘—5 1+ |0|} =2 12
Alle Nullstellen von p(z) liegen in K (0, §). 1/2

(b) p(z) = 42® — 62 + 3 =: po(x) und p'(x) = 1222 — 6 = py(z) =222 — 1 1/2
Bilde Sturmsche Kette mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus:

po(z) :p1(x): (4 —6x+3): (222 —1) =22

—(42® — 2z)
—4x 43 = po(x) :=4x -3 1/2
1 3
pi(x) : polx): (222 —1): (42 -3) = 3%+ 3
- (2302 - ;x)
gac— 1
& 5)
Y
2 8
1
§:>p3(£€) = —c 1/2
z | po(z) | p1(2) | p2(2) | p3(z) | VZW
2 =+ | -] = 2
1+ |+ | -] - 1 1/2
0 + — — - 1
1]+ |+ |+ - 1

= Keine Nullstellen in [—1, 0] und [0, 1] und eine Nullstelle in [-2,—1] |1/2]



1 0 I 3
: i 10 |17 =p(-2)
o b g 32
" 16 42 = p'(-2)
x =2 — =
4 A= () = a8
e L[ a1

plz) = Z %(x +2)F = —174+42(x + 2) — 24(z + 2)® + 4(z + 2)3

k=0

1/2



Aufgabe 4:

Ty = fg,acl = 7%,1‘2 = % und x3 = % in Newton-Gestalt.
. ;)
Hinweis: sin (4) = 5=

(b) Zeigen Sie die Fehlerabschétzung zur Funktion f aus (a)

1
xer[riax] |f(z) — p3(x)] < YL

Hinweise: cos?(z) — sin®(z) = cos(2x).

(¢) Geben Sie die Definition eines kubischen Splines an. Mit welchen Arten von Randvorgaben ist der interpolierende
kubische Spline eindeutig bestimmt? Gegeben sei die Funktion g(z) = und die Knoten zg = —1,27 = 0 und

32
3+a
ro = 1. Zeigen Sie, dass die Funktion s definiert durch

3?2—%304—302—%303, —1<x<0
S(Z): 32 7 2 _ 1.3 0<zr<1
3 2x+:c gL, <z <

der zugehérige interpolierende kubische Spline ist, der den Randvorgaben s'(x0) = ¢'(x¢) und s'(z2) = ¢'(x2)
genigt.

Losung:

(a) Berechnung der dividierten Differenzen fiir die Newton-Darstellung:

x f(x)
zo=—3 | [wo) =sin® (=371) —§ =-T =
N itd =2=q«
—i43 7 e 1
ri= 4 | ] =sin? ()~} = & O > fF-i-a
AN -1 _, VAL AN 1l gy
i1 = 373 — V= 43
T2 =3 [932]:s1112(ﬂ)*l:l < o N\ =20 =1 /oo
2 4 4 4 \ 7%7%:7 / %4—5
. Y
x5 =3 | [z3] =sin’(3m) -3 =-1

ps(x) = Zakwk(ac) = —Z 142 wi(x) —1-we(z) +0-ws(x)

Tea(er D)1 (erd) (e d) (-0 d)

(b) Nach der Restgliedformel von Cauchy: f(z) — pp(z) = =55 f "V (€ w(z), € € [a, b] folgt fiir n = 3:

(D!
1
— — (4)
max_|f(x) = pa(@) < 1 max |fO@)] max (@) [1/2
€ 272] € 2,2] 936[ 273]

Bestimmung des Maximums von f*)(z):

f'(x) = 2sin (g:c> cos (ggj> g _9
2

f"(z) = 2cos? (g:c> % — 2sin? (g:c>

fO(x) = —%71‘3 sin(mz)



f®(z) = - %71‘4 cos(mx)

1
= max |fW(z) = §7r4 1/2

vl 3.4]
Bestimmung des Maximums von w(z):

= (1) (1) () (D) - (- e

Bestimme Ableitung von w(x) und setze diese Null, um Maxima/Minima zu finden:
w’(:c):41375x;0:>:c:00der412:5:>:c::|:§ mitu}(O):3 w(i?) =-1

Fiir die Randwerte gilt:

Damit folgt insgesamt:

max [ f(z) - ps(z)| < 1/2

16[7%,%]

Definition: s : [a,b] — R heiit kubischer Spline beziiglich des Gitters A = {a = x, ..., z, = b}, falls gilt

(1) S|[:ijl,3:j] €Ps, j=1,...,n
(2) s € C?([wo, x4]) 1/2

Die gesuchten Randvorgaben sind:
s'(z0) = v, §'(zn) =y und " (z0) = 5" (z,) =0 1/2

Mit g(x) = 522, ¢'(x) = —32(3 + )2 erhalten wir

S osi(e) =2 —Ir4a2?- 323
s(x) = { so(z) =32 — §x+:52 — gx3
Die Ableitungen von s; und ss ergeben sich zu
7 5 7 1
si(z) = -5+ 2 — 5302; si(x) =2 —5x, sh(x) = -5+ 21 — 5302; so(r)=2—1x
Es miissen folgende Bedingungen nachgepriift werden:
(a) Eigenschaften des kubischen Splines
(b) Interpolationsbedingung 1/2
(¢) Randvorgaben
@) 32 7
51(0) = 5= s2(0) v;  s1(0) = 5= s5(0) v;  s7(0)=2=s5(0) v 1/2
(b)
32 7 5 64421+6+5 96
==+ -+l = - T —16=0g(-1
s(—1) 3+2+ +6 5 6 6=g(—1)v
32
50) = 2 = g(0) v /2
32 7 1 64-214+6-1 48
=" o= T P 8o g() v
s()=75-5+1-¢ 5 = 9(1)



1/2



Aufgabe 5: Gegeben sei das Integral

1
1
1:/ B
11422
1

To,1 bezeichnet die zusammengesetzte Trapezregel zur Schrittweite 2% = 5571

(a) Bestimmen Sie N so, dass |I — Tp x| < 107% fiir k > N garantiert werden kann.
Hinweise: log;,2 < 0.4, log;( 5 > 0.6.

(b) Berechnen Sie Ty o, 70,1, To,2- Verbessern Sie die Nidherung durch Berechnung der ersten drei Zeilen des Romberg-

Schemas.
Lésung:
1 2l 1 2
_ ; _ _ ok
Tor = hi | 5f(a) + Z:j Flajh) +5fO)| 5 b=, n=2
(a) Der Fehler ergibt sich zu
|1_T0k|<Mi max |f" (z)| 1/2
T 12 n? z€fab)
mit n =2 a=—1,b=1 und
—2x
— 2\—1 —
flz) =151 +2%)", fl(fﬂ)—15m,
622 — 2 —24x(2? — 1)
" _ 1 " _ 1
f (I) 5(1 + x2)3) f (I) 5 (1 + Z2)4

Zur Bestimmung der Maxima/Minima von f”(z) betrachte f”'(z) = 0:

—24z(2? — 1
fm(x):15%QO:x(JcQ—l):O:xzooderaz:il
15
= f7(0) = =30, f"(£1) = — = max |f"(x)| =30 1/2
2 z€[—1,1]
Damit folgt
(1+1)2 1 ” 22 ] ) Loy
|I - TOJC| < 12 92k ;g&?é] |f (1’)| T 92,392 30 = 92(k—1) <10

<107 = 5-10* < 22*=D = Jog, (5 - 10%) < log;o(22¢F~Y)

22(k—1)
= logyy 5+ 4logyy 10 < 2(k — 1) logy, 2
2 3 4 7
= 4<2(k—-1)logg2—log;p5<2k—-1)z ——-=-k——
<0.4 >0.6
5 7 T 27
2(g44l)=54L220 1/2
= 4( + 5) 5+4 1 <k /
Damit gilt fiir alle K > 7 = N das Gewdiinschte. 1/2

10



(b)

1 1 15 15
ho=2 Topo=2|=f(—1 —f()|] =—+ — =15
0 00 [Qf( )+2f( )] 2+2
1 1 15 15 45
hi=1 Too=1|=f(—1 Ll 2B 5154
1 01 [Qf( )+f(0)+2f( )} 4+ 5+4 5
1 1)1 1 1 1 1|15 15 93
ho == Tos == |=f(~1 - Nzl =2 1241245+ 124 2| =2 N1
=1 T 2[Qf( )+f<2)+f(0)+f<2)+2f() 2[4+ r1p1z 2 =X
TO . Tl o 4To.i41=To.i Tg o 42T1,i2+1—T1,i
3 N 3 71—7471
15 —1y3
AN
45 4/3 1 45 4
2 i3 Do=-3+33=2 ~1/15
AN AN
. 4/3 ) 16/15
B M op,=-symog WP p o Loy le 4T a6

11



Aufgabe 6:

(a) Bestimmen Sie die Fourierreihe zu der 2m-periodischen Funktion f, welche auf [0, 27) gegeben ist durch

r—7n 0O0<zx<m

f(ac)—{ 0 <z <2

(b) Gegeben sei das Polynom p(z) = 1 — 6x + 423, Bestimmen Sie die Bezier-Darstellung fiir p(x). Berechnen Sie
P (%) mit dem Algorithmus von de Casteljau. Skizzieren Sie den Graph des Polynoms sowie das Bezier-Polygon
fiir « € [0,1] in einem Schaubild.

Losung:
(a)
& | o ;
Fy, ~ 70 +Z&lcoslx+ﬂl sinlx
=1
1 [ 1 [ 1 [2? T ™
Yy = — = — — = — | — — = — — 1 2
bo = — ; (x)dx 7T/0 (x — m)dx - [2 ﬂ'ac]o 5 /
1 2 1 ™ 1 : ™ T o
= — (x) coslzdx = —/ (x — ) cosledr = — {(m—ﬂ)smlm —/ Smlmdm]
™ Jo m™Jo m l 0 0 l
1 1 i 1 l
;[00+l—2cosl:c|0] :m[(fl) —1] 1/2
L1 ) 1 —coslz|” T coslx 1 ™ 1
511; ; (:E)sml:cd:c;[(:cw) i o+/0 ; da:};[oj}j 1/2
R T k 1 1
FkNfZJrlz:;m[(fl)lfl]cosl:cf?sinla: 1/2
(b)
bien () = < . )xm s
bos(x) = < g > %1 —2)3 % =1-3z+ 322 — 23
biz(z) = ( i) ) 2t (1 —2)37 ! = 32 — 622 + 32°
bos(x) = ( ;) ) 2?(1 —2)%2 = 322 — 323
bss(x) = ( 2 ) B3(1—2)33 =23
Bo Bi B2 B3
1 1
-3 3 =6 fo=1,p1=-1, Po=-3, fz=—-1
3 —6 3 0

—1 3 -3 1 4
p(x) = bo3 () — biz(w) — 3b23(z) — bz ()

Schema von de Casteljau zur Berechnung von p (%)

Bo=1
N oo
fr=-1 < > 1N sl
PRI T A
-2
B =—1 4



(4 ) Ci ) ()
() (5)(%)(4) b2

Abbildung 1: Polynom p liegt in der konvexen Hiille der Bezier-Punkte
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