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Hinweise:

1. Zugelassen zur Klausur sind alle Studierenden, die im Übungsbetrieb des SS 04

mindestens 20 Punkte erreicht haben.

2. Hilfsmittel wie Skripten, Vorlesungsmitschriften, Bücher, Taschenrechner, etc. sind

nicht erlaubt.

3. Verwenden Sie bitte für jede Aufgabe ein neues Blatt, und versehen Sie es mit

Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnummer.

4. Bitte legen Sie Ihren Studierendenausweis bereit.

5. Die Bearbeitungszeit beträgt 120 Minuten.

6. Zum Bestehen der Klausur sind 14 Punkte hinreichend.



Aufgabe 1:

Gegeben sei die Funktion g(x) = 1 − 1
8x2 − 1

20x5.

(a) Zeigen Sie, dass g(x) im Intervall [0, 1] genau einen Fixpunkt x∗ besitzt und dass die
Fixpunktiteration xn+1 = g(xn) für jeden Startwert x0 ∈ [0, 1] gegen x∗ konvergiert.

(b) Wieviele Iterationsschritte des Verfahrens xn+1 = g(xn) müssen ausgehend vom Startwert
x0 = 0 mindestens durchgeführt werden, um |xn − x∗| < 10−3 garantieren zu können?

(c) Ausgehend vom Startwert x0 = 0 liefert das Iterationsverfahren xn+1 = g(xn) die Nähe-
rungen x7 = 0.8780 und x8 = 0.8775.
Zeigen Sie, dass der Abstand von x8 zum Fixpunkt x∗ bereits kleiner als 10−3 ist.

Aufgabe 2:

(a) Gegeben seien die fünf Wertepaare (xi, yi), i = 0, . . . , 4:

i 0 1 2 3 4

xi −2 −1 0 1 2

yi 4 1 1 3 6

Bestimmen Sie die Parameter α, β ∈ �
für f(x) = α + βx2 so, dass

Ψ(α, β) :=
4

∑

i=0

|yi − f(xi)|2 minimiert wird.

(b) Gegeben sei das LGS Ax = b mit

A =











2 1 2 1
2 2 4 3

−2 −2 −1 −4
4 2 1 1











und b =











2
1
3
2











.

Berechnen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A und lösen Sie damit das LGS.

(c) Wie wirkt sich bei der Lösung eines LGS Ax = b eine Störung ∆b der rechten Seite auf
den relativen Fehler der Lösung x aus?

Aufgabe 3:

Gegeben sei das Polynom p(x) = x3 + 3x2 + 6x − 6.

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin einen Kreis um 0, in dem alle Null-
stellen von p(x) liegen.

(b) Verwenden Sie den Satz von Sturm, um die Anzahl der Nullstellen von p(x) in den Inter-
vallen [−1, 0] und [0, 1] zu bestimmen.

(c) Entwickeln Sie p(x) nach Potenzen von (x+1) mit Hilfe des vollständigen Hornerschemas.

1



Aufgabe 4:

Gegeben sei die Funktion f(x) = cos(2πx).

(a) Berechnen Sie das algebraische Interpolationspolynom p3 zu f bezüglich x0 = 0, x1 = 1
2 ,

x2 = 1, x3 = 2 in Newton-Gestalt und zeigen Sie, dass gilt

max
x∈[0,2]

|f(x) − p3(x)| ≤ 4π4.

(b) Geben Sie die Definition eines kubischen Splines an. Wie lauten die Bedingungen, um
einen eindeutig bestimmten kubischen Spline sf zu erhalten, der eine Funktion f ∈ C4[a, b]
interpoliert? Wie verhält sich der Fehler ‖f − sf‖∞?

(c) Geben Sie die Definition und die Rekursionsformel der Tschebyscheff-Polynome an.
Skizzieren Sie T5(x).

Aufgabe 5:

(a) Von der Funktion f ∈ C([−1, 1]) seien folgende Funktionswerte gegeben:

f(−1) = 0, f(−1

2
) = −1, f(0) = 2, f(

1

2
) = 1 und f(1) = −1.

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Funktionswerte das Romberg-Schema für das Integral

I =

∫ 1

−1
f(x) dx.

(b) Bestimmen Sie eine Quadraturformel mit den Knoten x1 = −1, x2 = 0 und x3 = 1
2 und

dem Exaktheitsgrad 2 zur näherungsweisen Berechnung von I =

∫ 1

−1
f(x) dx.

Aufgabe 6:

(a) Gegeben sei die Funktion f(x) = cos2(x).

Bestimmen Sie bezüglich der Knoten xi = 2iπ
3 , i = 0, 1, 2, das reelle trigonometrische

Interpolationspolynom τ1(x) zu f(x).
(

Hinweis: cos( 2π
3 ) = cos(4π

3 ) = −1
2 , sin(2π

3 ) = − sin(4π
3 ) = 1

2

√
3.

)

(b) Gegeben seien die Bézier-Punkte (0,−1), ( 1
3 ,−2), (2

3 ,−2), (1, 8).

Bestimmen Sie die Bézier-Darstellung des Polynoms p(x) zu den Bézier-Punkten und geben
Sie die Definition der zugehörigen Bernstein-Grundpolynome an.

Berechnen Sie p( 1
3) mit dem Algorithmus von de Casteljau.
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