Es sei (G eine multiplikativ geschriebene Gruppe. Mit n € IN, n > 1, sei
H, :={2" |z € G}.
a) Zeigen Sie: Wenn (7 abelsch ist, dann ist H,, Untergruppe von G.

b) Weisen Sie anhand eines Gegenbeispiels nach, da die Aussage fiir nichtabelsche G im
allgemeinen falsch ist.

Losung:
a) Wir wenden das Untergruppenkriterium an.

o H,#(,denn 1 =1" € H,.
o Ist 2" € H,, so ist auch (z")~!' = (z7")" € H,.

e Sind 2" € H, und y* € H,,so ist auch 2" -y* =zz---2-yy---y = zyzy--- 2y = (zy)" €
H,, da in abelschen Gruppen = und y vertauschbar sind.

b) Die kleinste nichtabelsche Gruppe ist die symmetrische Gruppe S5 mit den Elementen

(123 (123 (123
Tl 23Tl 231/ %2731 92/
(123 (123 (123
n=t9213/>"2 " {321)>2"1{13 2

Wir wihlen n = 3 und finden Hs = {id, 7,7, 73} wegen 7 = 7 (i = 1,2,3) und o} = id

(7 =1.2).
Hj ist keine Untergruppe von Ss, weil 71 0 79 = 03 € Hj gilt.



FEs seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, n > 2, und ® ein Endomorphismus von V. Alle
(n — 1)-dimensionalen Untervektorraume von V' seien ®-invariant.
Zeigen Sie:

a) Alle eindimensionalen Untervektorraume von V sind ®-invariant.

b) Es gibt ein ¢ € K| so dafl & = ¢ - idy ist.

Lo6sung:
a) Fiir beliebiges x; € V' \ {o} zeigen wir ®([x4]) C [x1].
Dazu ergdnzen wir x; durch Xa,... ,x, zu einer Basis von V und setzen

Uj = [X1ye oo yXjo1, Xjg1,- -+ 3 Xn|, JEA{2,...,n}.

Dann gilt dimU; =n — 1 fiir j € {2,... ,n}.

Beh.: .
NUi=kx] (%)
7=2
Bew.:
"' klar.
"C'Seiz=oox1+...+a,x, € () U;. Dann muB fir j = 2,... ,n wegen z € U, gerade o; =0
7j=2
gelten. Also ist z = a;x; € [xq]. O

Nach diesen Vortiberlegungen gilt:

n n n

o(x)) 2 o( 05) ¢ o) < N U 2 il

i=2 i=2 i=2

—_

b) Wegen a) gilt: Vx € V Iy € K : O(x) = 7« - x.

Sei xg € V, X9 # 0, fest. Setze ¢ 1= 7x,.

Beh.:VyeV : d(y)=c-y.

Bew.:

1. Fall: xq,y sind linear abhédngig. = y = axo mit a € K

— O(y) = ®(axg) = a®(x¢) = acxq) = cy.
2. Fall: xq,y sind linear unabhéngig. Dann gilt:

Yxo+yX0 T Yxo+yY = Txoty (X0 +¥) = ®(x0 +y) = ®(x0) + ®(y) = exo + Y-

Aus der linearen Unabhéngigkeit von xo und y folgt daraus ¢ = vx,4y = 7y, und damit
letztendlich die Behauptung.



Fiir jedes v € R 1aBt sich bekanntlich

0 —1 0 v+ 2 0

2 0 2 2 2
My=10[|+]||~v=21],] 0 |, 0 , 0 CcR®

0 0 1 v—1 1

07 2 -1 -2y -1 ~v—1

als Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems interpretieren.

Berechnen Sie alle v € R, fiir die sich M, als Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems
mit einer einzigen Gleichung schreiben laBt. Bestimmen Sie fiir jedes dieser v eine solche Glei-
chung.

Loésung: Bekanntlich 148t sich die Losungsmenge eines LGS A7 = b beschreiben durch eine
Losung des inhomogenen Systems und dem Losungsraum L des homogenen Gleichungssystems
AZ = 0. Dabei gilt Rang(A)+dim L;, = n = 5. Da M,, durch eine einzige Gleichung beschrieben
werden soll, ist Rang(A) = 1, woraus dim L, = 4 folgt. M, ist damit genau dann mit einer
einzigen Gleichung beschreibbar, wenn die vier Vektoren, die L aufspannen, linear unabhéngig
sind. Linearkombinationen ergeben

—1 0 v+ 2 0 -1 0 v+ 2 0
0 2 2 2 0 2 0 0
7_2 3 0 3 0 3 0 = 7_2 3 0 3 0 3 0
0 1 v 1 1 0 1 v 2 0
2 —1 —2v—1 ~v—1 2 —1 —2~ ~

1 0 0 0

0 2 0 0

= 2—y ) 0 ) (7"’2)’7_2) ) 0 :L’}yz
0 1 vy =2 0
9 1 4 5

An der Stufenform dieser Vektoren liest man ab, da genau fiir v ¢ {0,2} dim L] = 4 gilt. Also
1aBt sich M., genau fiir v & {0,2} durch eine Gleichung beschreiben. Fiir diese v lassen sich die
L} erzeugenden Vektoren weiter vereinfachen.

1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 0 0 0 2 0 0
L] = 2—~v 1,1 0|, v+2],] 0 = 2=~ |, -(v+2) |, | ~v+2 ], 0
0 1 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

Damit die homogene Gleichung ayxy + aqxy + a3x3 + a4x4 + aszs = 0 die Losungsmenge L) hat,
muf gelten:

la, +(2 — y)as =0 ap = (y—2)as
— = = 1
202 —(7+2)as 0 beziehungsweise @ 2(7 +2)as
(")/ —+ 2)(13 —|—1a4 =0 aqy = _(7 + 2)(13
1(15 =0 ay = 0

Waihlt man z.B. a3 = 1, so erhélt man die homogene lineare Gleichung

1
—(2 =721+ 5+ 22+ 73— (v +2)as = 0.

Einsetzen von (0,2,0,0,v)7 in diese Gleichung ergibt die rechte Seite zu v + 2, sodaf} fiir
v ¢ {0,2} die gegebene Menge M., beschrieben wird als Losungsmenge der Gleichung

1
(v =2z + 5y + et — (Y +2)ra =7+ 2.



Es seien V' ein reeller dreidimensionaler Vektorraum und B = {by, by, b3} eine Basis von V.

a) Geben Sie eine Definition der Begriffe Dualraum V* von V und Dualbasis B* von B an.

b) Mit a € R seien

¢ = (a+1)by 4+ (a+1)(a+2)bs
Cy = Oébl + (a + 1)b2 + (Q/ + 1)b3 .
cs = by + b,

Fiir welche a € R ist C, := {c1, ¢y, c3} eine Basis von V7 Stellen Sie fiir jedes dieser «
die Vektoren der Dualbasis C' von (), als Linearkombinationen der Vektoren von B* dar.

Losung:

a) Die Menge der linearen Abbildungen ® : V — R bildet (mit der punktweise definierten
Addition und R-Multiplikation) einen Vektorraum, den Dualraum V* von V.

Ist B = {by, by, b3} eine Basis von V, so heifit eine Basis B* = {®, ®,, &3} Dualbasis von B,
wenn fiir alle ¢, 5 € {1, 2,3} gilt: ®;(b;) = d;;.

b) C, ist Basis <=

0 a+l (a+1)(a+2) 0 a+1 (a+1)(a+2) 0 0 a+1
0#|a a+1 a-+1 =10 1 a-+1 =0 1 a4+l |=a+1
1 1 0 1 1 0 11 0
— a# —1.
Gegeben: B = {by, by, b3} und zugehdrige Dualbasis B* = {®;, &y, 3}.
3
Fir a # —1ist C, = {e;= ¥ y;b;]l = 1,2,3} Basis.
7=1
3
Gesucht:  Dualbasis C* = {W, = 3 A\ 91k = 1,2,3} von C,.
=1
Ansatz:  Fir k1 € {1,2,3} gilt
' 3 3 3 3
Okt = Wrler) = D M@ (D viby) = D03 Aiwwy @a(by) = Y Ay
i=1 =1 i=1j=1 tg/_/ i=1

<= (Mir)ikef1,2,3 st die inverse Matrix von  (71)1ie{1,2,3}-

Fir die inverse Matrix ergibt sich:

0 a+1 (a+1)(a+2) |1 00 0 a+1 (a+1)(a+2) |1 0 O
a a+1 a+1 |01 0]—=1]0 1 a+1 |01 —a | —
1o 0 100 1 1o 0 100 1

00 a+1 |1 —(at+1) ala+1) 0
01 atl |0 1 o |=lo
| 0 1

11 0

00 a+1 | 1 —(a+1) ala+1)
0 1 0 | -1 a+42 —ala+2)|—
1 0 0

| 1 —(a+2) (a+1) a%q -1 o
Damit lautet das Ergebnis:

v, = o, — o, + aL-H B!

\IIQ = — (a + 2) q)l + (a + 2) q)g — q)g

qjg = (a + 1)2 q)l — Oé(Oé + 2) q)g + o q)g



FEs seien V' ein Vektorraum iiber dem Korper K und @,1I Endomorphismen von V. Es gelte
I1? = TI. Weiter sei x ein Eigenvektor von Il o ® zum Eigenwert A # 0.
Zeigen Sie:

a) x € Bild(II).
b) ®(x) — Ax € Kern(II).

c¢) Ist x auBerdem Eigenvektor von ® zu einem Eigenwert x, so gilt A = p.

Losung:
a) x ist Eigenvektor von I o ® zum Eigenwert A # 0. = Ax = [Io ®(x). = x = [l 0 ®(x) =

II($®(x)), also gilt x € Bild(II).

Fiir die Teile b) und c¢) zeigen wir vorweg

b) ®(x) — Ax ist Element von Kern(II), denn es gilt

H(®(x) — Ax) = 1T o &(x) — MI(x) = o.
=xx Vor. =xx (%)

¢) Sei nun ®(x) = px. Dann folgt
Ax 2 o &(x) = I(B(x)) = M(px) = pll(x) < px.

Wegen x # o, denn x ist Eigenvektor, folgt daraus A = p.



Berechnen Sie mittels vollstandiger Induktion fiir n € IN, n > 1, die Determinante D, (z) der
reellen n x n-Matrix

1+ 22 T 0o --- 0
T 1422 =z :
0 0
0 0 r 1422
Losung
Di(z) = 1+ 22
1+ 22 T
Dy(z) = . |4 22 :(1—|—5102)2—51;2:1—|—:z;2—|—;z;4
1+ 22 T 0
Ds(z) = x 1+ 22 x :(1—|—.TE2)3—$2(1—|-:L'2)—$2(1+l‘2):1—|-.TL'2—|-.TE4—|-.TL'6
0 T 1+ 22

Behauptung: D, (z) =1+z?+z*+ .- + 22" = 3" 2%

Beweis: Vollstandige Induktion

Induktionsanfang: n = 1,2, 3 siehe oben.

Induktionsvoraussetzung: Es gelte D,_i(z) = Y."7 2% und D,_s(z) = Y077 2%,

Induktionsschlufl: Durch Entwickeln nach der ersten Zeile findet man

1+ 22 z o --- 0
T 14+22 =z :
Dn(z) = 0
x
0 0 r 14+ z?
x x 0 0
0 1+2% =
= (I+2") Do) =20 o 0
x
0 0 r 14+ z?




Gegeben sei die komplexe Matrix
-3 =264+1 —p—1
A= 1 2 1 .
g 26-2 p+1
a) Bestimmen Sie fiir alle 3 € C die Jordansche Normalform von A.

b) Berechnen Sie fiir 3 = 2 Matrizen B und C mit A = B +C, wobei B diagonalisierbar und
C? die Nullmatrix ist.

Losung: a) det(A4 — AE) =

—B-X =28+1 —-p-1 — 0 22420 —=BX+1 A—1\ «
det( 1 2—A 1 )(ﬁ—l—/\) (—0) det(l 2—A 1 )
— (

|
3 28—-2 B+1-2 0 BA—2 1—X (1)

0 =2 4+22-1 0
—det[ 1 2-) I = (=D =D =N = —(A— 1)
0 BA—2 1-)

A*
Damit ist A = 1 einziger Eigenwert von A. In A* den Eigenwert A = 1 eingesetzt ergibt

0 0 0 ;
Rang(A — ) = Rang | 1 1 :{? 21; gf;}i
0 3-2 0 b=

1 0 100
B #2:3-2=1 Jkst.: INF(A) = ( 1 0 ) , 3=2: 3-1=2 Jkst.: INF(A) = ( 1 10 )
0 1 0 0 1

B —_ = O

b) Fiir § = 2 ergibt sich der Eigenraum FE; von A = 1 aus A* zu

T 1 1
El{(xg)xl—l—xg—l—xg()}[(l),( 0 )]
T3 0 —1

Fiir (1,0,0)T € E, ergibt sich

- (1)

und fiir die Transformationsmatrix S mit JNF(A St AS findet man

1 -3 1
S=|0 1 0 und S7!
0 2 -1

1 00 000 -3 -3 -3
B:=S|010]|S'"=& und C:=8S|[1 00 |S'= 1 1 1 )
00 1 000 2 2 2

Dann leisten diese Matrizen das Verlangte, denn es gilt

A=B+C mit diagonalisierbarem B und

0 00 0 00 0 00 0 00
C’=S8|1 00 100 |S'=Sloo0o0]|S'=[000].
0 00 0 00 0 00 0 00



Im euklidischen Standardvektorraum R’ seien der Untervektorraum

1 1 -2 1
2 3 —4 4
U= 11,0 1 1,] -1 1,]1
0 0 0 0
0 1 1 2
und der Vektor X
2
x=1 2
1
1

gegeben.
Berechnen Sie den Abstand von x zu U+,
Losung: Berechne U+ durch Lésen des homogenen LGS:

1 2 1 0 0\-=1) (2) (-1) 12100 — —
1 3 1 01 — | | 01 00 1]|(-2) | (=2)
9 4 —1 0 1 . I T loo0 101 (—1) |
1 4 1 0 2 — 0200 2 —
1 00 0 -3
. 01 00 1
001 0 1
00 0O0 O
Daraus folgt x5 = —x5, x93 = —x5, 1 = 35 beziehungsweise
35 0 3
—Ts5 0 —1
UJ_:{ —Ts5 |$4,$5€]R}:[ 0 5 —1 ]
T4 1 0
Ts 0 1

Da die beiden U+ erzeugenden Vektoren orthogonal sind, ergibt sich eine ONB von Ut zu

0 3
0 1 —1
X1 = 0 ; X9 = —— —1
1 VIZ g
0 1

Projiziert man x orthogonal auf UL erhilt man
W(X) = <X7X1>X1 + <X,X2>X2 =1- X1+ 0 - X9 = Xj.

Der gesuchte Abstand ergibt sich damit zu

d(x,U%) = ||z (x) —x|| = |

—_ O NN =
Il
%
)



Es sei F ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, n > 1, mit Skalarprodukt (, ). Fiir zwei
feste Vektoren a,b € F sei ein Endomorphismus @, , von E definiert durch @, (x) := (x, b)a.

a) Zeigen Sie, daf fiir die adjungierte Abbildung (®ap)* = Pp a gilt.
b) Fiir welche Paare (a,b) ist ®,1, selbstadjungiert?

c) Zeigen Sie, daB det(X -idg — ®ap) = A" (X — (a, b)) gilt.

Losung:
a) Bew.:

Vx,y € B (%, (®ap)*(y)) = (Pap(x),y) = ({x,b)a,y) = (x,b)(a,y)

= (%, (2,y)b) = (X, ®pa(y))
Aus der Eindeutigkeit der adjungierten Abbildung folgt daraus (®,1)* = (Ppa).

b
| b, 1 ist selbstadjungiert <= (Pap)” = (Pap) <a:)>
(Pba) = (Pap) < Vx € F:(x,a)b = (x,b)a
Behauptung;:
Vx € F:(x,a)b = (x,b)a <= a,b sind linear abhéngig.
Bew.:

'=—" Fiir a = o ist die Gleichung erfiillt und a = o, b sind stets linear abhangig. Fiir a # o ergibt
das Einsetzen von x = a die nichttriviale Darstellung

(a,a)b — (a,b)a=o0
des Nullvektors, so da auch in diesem Fall a, b linear abhéngig sind.

‘<" Fiir b = o ist die Gleichung erfiillt.
Firb # oseia=Abmit A € R. = Vx € £ : (a,x) = AMb,x) = Vx € F : (x,a)b =
A(x,b)b = (x,b)a

c) Im Fall a = o gilt &, = Q und die Behauptung ist erfiillt.
Fiir a # o erganzen wir a zu einer Orthogonalbasis {a,es,... ,e,}. Beziiglich dieser Basis hat

®, 1, die Abbildungsmatrix

<a7b> <627b> <en7b>
0 0 0 0
Aa,b —
0 0 0 0

Daran liest man ab:

det(Xidg — Pap) = det(AE — Aap) = A" (A — (a, b)),



Es sei E ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, n > 1, mit Skalarprodukt (, ) und
dadurch induzierter Norm || .||. Weiter sei ® ein Endomorphismus von £ mit der Eigenschaft,
daB fiir alle Untervektorraume U von K

SUT) = (®(U))*

gilt.
Zeigen Sie

a) Fir alle x,y € F folgt aus (x,y) = 0 stets (®(x), ®(y)) = 0.
b) Fiir alle x,y € E folgt aus ||x|| = ||y|| stets ||®(x)] = ||®(¥)]l-
c) Es gibt eine Isometrie ¥ und ein ¢ # 0 mit & = ¢ - V.

Losung:
a) Seien x,y € F mit (x,y) =0 = y € [x]*. Nach Voraussetzung gilt dann ®(y) € [®(x)]*,
also (®(x), ®(y)) = 0.

b) Seien x,y € E mit ||x|| = ||y||. Dann gilt (x,x) = (y,y) beziehungsweise

x+y,x-y)=(xx) - Xy)+{y:x) - (y,y)=0.

Damit gilt nach a) auch
0 = (P(x+y), ®(x—y)) = (B(x) + &(y), ®(x) - &(y))
= (9(x),0(x)) = (9(x),(y)) + (®(y), D(x)) — (®(y), 2(¥))-

Also ist

(0(x), ®(x)) = (B(y), ®(y)) baw. | O(x)]| = [[®(y)]|-
c) Wegen ®(F) = ®([o]*) = ®([o])* = [o]* = F ist ® surjektiv und wegen dim E = n ein
Automorphismus.

Beh.:dc>0: Vxe E:||®(x)| =¢||x| (%)
Bew.: Fiir x,y € F'\ {o} existieren ¢x > 0 und ¢y, > 0 mit

[P = exlx]| und [[@(y)][ = eyll¥ll

Dann gilt wegen

p = [l e o ()l = o ()

Dies ist gleichbedeutend mit

el _ o)l
S P I I

=:.c. O
Mit der Konstanten ¢ aus (*) definieren wir einen Automorphismus von £ durch

1
Y .= -,

C
Dann gilt fiir alle x € E:
)l = L o)) = - elx = 1]
x)||=—-- x)|| = = - ¢||x]|| = ||x]].
C C ¢

Damit ist ¥ eine Isometrie. Mit ¢ # 0 gilt ® = ¢ - ¥, also die Behauptung.



Es sei V' ein n-dimensionaler unitarer Vektorraum, n > 1, mit Skalarprodukt (, ).
Zeigen Sie:

a) Ist ® ein selbstadjungierter Endomorphismus von V' mit ausschliefllich positiven Eigen-
werten, so ist (v, ®(v)) reell und positiv fiir alle v.e V' \ {o}.

b) Es seien v,w € V linear unabhéngige Vektoren und (v, w) reell und positiv. Dann exi-
stiert ein selbstadjungierter Endomorphismus ® von V' mit ausschliellich positiven Ei-
genwerten, der ®(v) = w erfiillt.

Losung:
a) Nach dem Spektralsatz existiert eine ONB aus Eigenvektoren von @

{e1,...,e}, ®(e;))=Xe;, N>0firi=1,...,n
Jeder Vektor v € V' \ {o} hat dann die Darstellung v = ¥, aye; mit o; € C und nicht alle
o; = 0. Dann gilt

(v.o(v) = <Zaiei,¢><zajej>> ~ (SN ashes)
= = =1 7=1
Za 8“6] E/\2|Od2|2
=1

15=1

Il
Ms

.
Il

Offensichtlich folgt daraus (v, ®(v)) > 0, da alle Summanden gréfler oder gleich Null sind und
nicht alle Summanden verschwinden.

b) Fiir die linear unabhéngigen Vektoren v, w betrachten wir den zweidimensionalen Unter-
vektorraum W := [v,w]| sowie die orthogonale Zerlegung des n-dimensionalen Vektorraums
V =W @ WL, Wir konstruieren den gesuchten Endomorphismus ®, indem wir ® |y bestimmen
und mit der Bedingung @]y, = id auf V fortsetzen.

Fiir die Konstruktion von ®|y sei ey := ”z—”, der durch ey zu einer ONB von W ergénzt wird.
Dann gilt w = (w,eq)e; + (W, es)es. Jeder selbstadjungierte Endomorphismus von W wird
beziiglich dieser ONB durch eine hermitsche Abbildungsmatrix beschrieben

A:(gf), a,v€ER,BeC. (%)

/

Es soll ®(v) = w gelten, also

O(v) = 0([[v]ler) = [[v]|P(er) = [[VIl(aer + fez) = (w,er)er + (w,es)es = w.

Daraus ergibt sich
(w,es)
Ivil

a = <W761> — <W7‘;> >Oundﬁ
Il Il

Die Werte von a und 3 liegen nun fest. Es bleibt zu zeigen, dafl v so gewahlt werden kann, daf}
® nur positive Eigenwerte besitzt. Wegen o > 0 ist dies nach dem Hurwitzschen Definitheits-
kriterium genau dann der Fall, wenn det A = ay — 33 > 0 gilt. Wihle dazu v > @ Mit den
drei Zahlen o, 3,7 ist in (%) die Abbildungsmatrix eines selbstadjungierten Endomorphismus
auf W mit positiven Eigenwerten, der v auf w abbildet beziiglich der ONB {e;, e;} bestimmt.
Ergéinzt man {e;, e,} durch eine ONB {es, ... ,e,} von W= zu einer ONB von V| so ist durch

a B

g

1

1

ein Endomorphismus von V' mit den gewiinschten Eigenschaften konstruiert.



Im reellen dreidimensionalen affinen Raum A” sei beziiglich eines affinen Koordinatensystems

(O by, by, gg) eine Quadrik gegeben durch die Gleichung
$%+2$1£L’2 —x§—2$§+4$2$3—2$1 —06x9 +4x3+1=0.

Bestimmen Sie deren affine Normalform, und geben Sie eine zugehérige Koordinatentransfor-
mation an.

Losung:
0 = x%—l—?xlxz—$§—2x§+4x2x3—2x1—6:62—|—4:03—|—1
< 0 = (71 +79—1)? =222 — day + dxoxs — 272 + 43
= 0 = (z14+a2—1)7 =2 —a3+1)*+2
2
1
— 0 = — (1 + 29 —1 — (29 —z3+1)2+1
(G5t +22-1) — (o2 a0 )
Mit
F o= (e 4z )
T = ——(x1 + 29 —
1 /5 1 2
Ty 1= [EQ—$3—|—1
T3 = I3
folgt die Normalform
T, —T,+1=0.

Es handelt sich bei der Quadrik um einen hyperbolischen Zylinder. Eine zugehorige Koordina-
tentransformation ist gegeben durch

= =%
o ?—‘§||>—A

1
V2
1
0



