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Aufgabe I.1

Es seien n ∈ N und x1, x2, . . . , xn > 0. Zeigen Sie (z.B. durch vollständige Induktion):

(x1 + x2 + . . . xn)
(

1
x1

+
1
x2

+ . . .
1
xn

)
≥ n2.

Hinweis: Geeignet zusammenfassen, Sie können x + 1
x ≥ 2 für x > 0 verwenden.

Lösungsvorschlag:
Beweis durch vollständige Induktion:
I.A.: n = 1: x1

1
x1
≥ 1 = n2

I.V.: Die Behauptung gelte für n beliebig.
I.S.: n Ã n + 1

(x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1)
(

1
x1

+
1
x2

+ · · ·+ 1
xn

+
1

xn+1

)
=

(x1 + x2 + · · ·+ xn)
(

1
x1

+
1
x2

+ · · ·+ 1
xn

)

︸ ︷︷ ︸
≥n2

+(xn+1)
(

1
x1

+
1
x2

+ · · ·+ 1
xn

)
+ (x1 + x2 + · · ·+ xn)

(
1

xn+1

)

︸ ︷︷ ︸
≥2n (*)

+ xn+1

(
1

xn+1

)

︸ ︷︷ ︸
=1

≥ n2 + 2n + 1 = (n + 1)2

¤
(*) darf hier nach dem Hinweis so verwendet werden, denn es gilt:

(xn+1)
(

1
x1

+
1
x2

+ · · ·+ 1
xn

)
+ (x1 + x2 + · · ·+ xn)

(
1

xn+1

)
=

=
xn+1

x1︸ ︷︷ ︸
=:y1

+
xn+1

x2︸ ︷︷ ︸
=:y2

+ · · ·+ xn+1

xn︸ ︷︷ ︸
=:yn

+
x1

xn+1︸ ︷︷ ︸
= 1

y1

+
x2

xn+1︸ ︷︷ ︸
= 1

y2

+ · · ·+ xn

xn+1︸ ︷︷ ︸
1

yn

=

= y1 +
1
y1︸ ︷︷ ︸

≥2

+ y2 +
1
y2︸ ︷︷ ︸

≥2

+ · · ·+ yn +
1
yn︸ ︷︷ ︸

≥2︸ ︷︷ ︸
≥2n
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Aufgabe I.2

Berechnen Sie den Grenzwert von bn =
(
1 + 2n

3n2+6

)n/2

, n ∈ N für n →∞.

Lösungsvorschlag:

(
1 +

2n

3n2 + 6

)n/2

=
(

1 +
2

3n + 6
n

)n/2

=
(

1 +
2
3

1
n + 2

n

)n/2

=

√√√√√√

(
1 +

2
3

1
n + 2

n

)n

︸ ︷︷ ︸
n→∞−−−−→e2/3

n→∞−−−−→
√

e2/3 = e1/3

Aufgabe I.3

Untersuchen Sie, ob folgende Reihen konvergieren, oder divergieren, gegebenenfalls abhängig von α ∈ R
(Fallunterscheidungen).

(a)
∞∑

n=1

nααn

(b)
∞∑

n=1

(−1)n ln(n + 1)− ln n√
n

(c)
∞∑

n=1

α2n

1 + α4n
(α ∈ R).

Lösungsvorschlag:
(a)
an := nααn. Wende Wurzelkriterium an: n

√
|an| = n

√
nα n
√

αn

n
√

nα n→∞−−−−→ 1 und n
√

αn = α
Ã % := lim supn→∞

n
√
|nααn| = α

Für α ∈ [0, 1), ist
∑

an absolut konvergent.
Ist α > 1, so ist

∑
an divergent.

Für α = 1 auch Divergenz:
∞∑

n=1
n = ∞.

(b)

∞∑
n=1

(−1)n ln(n + 1)− ln n√
n︸ ︷︷ ︸

=:yn

yn = ln(n+1)−ln n√
n

≤ ln(n+1)√
n

≤ ln(n2)√
n

n→∞−−−−→ 0

Mit Leibniz-Kriterium ist die Reihe
∑

bn =
∑

(−1)n · yn konvergent.
(c)

∞∑
n=1

α2n

1 + α4n
(α ∈ R)

cn := α2n

1+α4n ≤ α2n

α4n = 1
α2n
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Fallunterscheidung:

|α| = 1: Divergenz von
∞∑

n=1

1
2 , ansonsten Konvergenz:

|α| < 1: α2n

1+α4n ≤ α2n

1 ⇒
∞∑

n=1
(α2)n ist konv. Majorante.

|α| > 1: α2n

1+α4n ≤ α2n

α4n =
(

1
α2

)n ⇒
∞∑

n=1

(
1

α2

)n ist konv. Majorante.

Aufgabe I.4

Zeigen Sie: Für x, y ∈ [−π
3 , π

3

]
gilt | ln(cos x)− ln(cos y)| ≤ √

3|x− y|.
Hinweis: ln x = log x (x > 0).
Lösungsvorschlag:
Setze a := −π

3 , b := π
3 ; f(t) := ln(cos t) Ã f ′(t) = − sin t

cos t = − tan t.
f ist auf [a, b] stetig und auf (a, b) differenzierbar. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein ξ ∈ (a, b)
mit

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a

ln(cos x)− ln(cos y) = f(x)− f(y) = (x− y) · f ′(ξ)
f ′(b) = − tan(π

3 ) = −√3 und
f ′(a) = − tan(−π

3 ) =
√

3
(Da sin(π

3 ) =
√

3
2 und cos(π

3 ) = 1
2 )

Also ist |f ′(ξ)| ≤ √
3.

⇒ | ln(cos x)− ln(cos y)| ≤
√

3|x− y|

¤

Aufgabe I.5

Es sei a > 0 und I := [−a, a]. Für n ∈ N und x ∈ I sei fn(x) := n sin x
n .

Zeigen Sie, daß die Folge (fn) auf I punktweise gegen eine Funktion f konvergiert und bestimmen Sie f .
Zeigen Sie, daß die Konvergenz auf I sogar gleichmäßig ist.
Lösungsvorschlag:

fn(x) = n ·
(

x

n
+

∞∑

k=1

(−1)k

(2k + 1)

(x

n

)2k+1
)

︸ ︷︷ ︸
=sin x

n

= x +
1
n2

(
−x3

3!
+

x5

5! · n3
− . . .

)
n→∞−−−−→ x + 0 = x.

(
Oder L’Hospital, oder

sin 1
n

x
n

· x n→∞−−−−→ 1 · x
)

⇒ f(x) = x auf I (sogar auf R)

0 ≤ |fn(x)− f(x)| =
∣∣∣n ·

(
sin

x

n
− x

n

)∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

(−1)k

(2k + 1)k

x2k+1

n2k

∣∣∣∣∣ ≤
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≤
∞∑

k=1

(a

n

)2k 1
(2k)k

=
(
cosh

a

n
− 1

)
bzw. ≤ e

a
n − 1 n→∞−−−−→ 1− 1 = 0︸ ︷︷ ︸
unabhängig von x

(0 ≤ |gn(x)| ≤ an → 0)

⇒ glm. Konvergenz auf I = [−a, a]

Aufgabe I.6

Bestimmen Sie folgende Grenzwerte (x ∈ R):

(a) lim
x→0+

xx − 1
x

(b) lim
x→0

(
1
x
− cot x

)
.

Lösungsvorschlag:

(a) lim
x→0+

xx − 1
x

= lim
x→0+

ex ln x − 1
x

L’Hospital
= lim

x→0+

ex ln x(ln x + 1)
1

= −∞ (da ex ln x x→0+−−−−→ 1)

(b) lim
x→0

(
1
x
− cotx

)
= lim

x→0

sin x− x cosx

x sin x
= lim

x→0

x− x3

3! + O(x5)− (x− 1
2x3 + O(x5))

x2 − 1
3!x

4 + O(x6)
=

= lim
x→0

1
3x3 + O(x5)
x2 + O(x4)

= lim
x→0

1
3 + O(x2)
1 + O(x)

x =
1
3
· 0 = 0

Aufgabe I.7

Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale:

(a)
∫

ex − e−x

ex + 1
dx

(b)
∫

arctanx dx.

Lösungsvorschlag:

(a)
∫

ex − e−x

ex + 1
dx =

{
ex =: y

dy = ex dx

}
=

∫ y − 1
y

y2
dy = ln |y|+ 1

y
+ c =

= ln ex + e−x + c = x + e−x + c (c ∈ R).

(b)
∫

1 · arctan x dx = x arctan x−
∫

x

1 + x2
dx = x arctan x− 1

2
ln(1 + x2) + c (c ∈ R)
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Aufgabe II.1

Es sei f(x, y) = xy ln(x2 + y2) für (x, y) ∈ R2\{(0, 0)}, f(0, 0) = 0.
Zeigen Sie, daß f in R2 stetig differenzierbar ist und berechnen Sie für jede Richtung v = (v1, v2), |v| =√

v2
1 + v2

2 = 1, die Richtungsableitung ∂f
∂v (x, y).

Lösungsvorschlag:
f(x, y) = xy ln(x2 + y2), f(0) = 0
(x, y) 6= 0 : ∇f(x, y) =

(
y ln(x2 + y2) + xy

x2+y2 · 2x, x ln(x2 + y2) + 2xy2

x2+y2

)

∂xf(0, 0) = lim
x→0

x·0·ln(... )−0
x = lim

x→0

0
x = 0 = ∂yf(0, 0) wegen Symmetrie x ↔ y

⇒ ∇f(0, 0) = (0, 0)
∇f(x, y) = f ′(x, y) für (x, y) 6= 0, weil die part. Ableitung (Komponenten von ∇f) dort stetig sind.
Diese Gleichheit gilt aber auch im Ursprung, denn mit r :=

√
x2 + y2:

0 ≤ |∂xf(x, y)| ≤ |y|
(
| ln(r2)|+ 2x2

r2

)
≤ 2r| ln r|+ 2r2

r

r→0−−−→ 0

(
(x, y) → 0 ⇔ r → 0, (∂yf)(x, y) r→0−−−→ 0 analog

)

⇒ in ganz R2 gilt f ′(x, y) = ∇f(x, y) und somit

∂f

∂v
(x, y) = ∇f(x, y)·v = v1 ·∂xf +v2∂yf = ln(x2+y2)·(v1y+v2x)+

2xy

x2 + y2
(v1x+v2y) ((x, y) 6= (0, 0))

bzw. = 0 für x = y = 0
f ′ ist stetig in R2 weil = ∇f = stetig in R2 (oben schon gezeigt). ¤

Aufgabe II.2

Es sei f(x, y, z) = x2 + y2 + z + cosh(xyz), x, y, z ∈ R.
Zeigen Sie, daß es in einer Umgebung von U ⊆ R2 des Punktes (x0, y0) = (0, 0) eine Funktion g : U → R
gibt mit f(x, y, g(x, y)) = 0 für alle (x, y) ∈ U und mit g(0, 0) = −1.
Berechnen Sie auch g′(0, 0).
Lösungsvorschlag:
Es ist f(0, 0,−1) = −1 + cosh 0 = 0 und

f ′(x, y, z) = (2x + yz sinh(xyz), 2y + xz sinh(xyz), 1 + xy sinh(xyz))

⇒ ∂f

∂z
(0, 0,−1) = 1 + 0 · 0 · 0 = 1 6= 0, ((∂zf)(0, 0,−1))−1 ex. aber.

Satz über implizit definierte Funktionen ⇒ so ein verlangtes g existiert und in U gilt:

0 ≡ ∂f(x, y, g(x, y))
∂(x, y)

=
∂f(x, y, z)

∂(x, y)

∣∣∣∣
(x,y,g(x,y))

+
∂f

∂z

∣∣∣∣
(x,y,g(x,y))

· ∂g(x, y)
∂(x, y)

⇒ (oder die Formel direkt wissen)
∂g(x, y)
∂(x, y)

= −
(

∂f

∂z

)−1

· ∂f

∂(x, y)
=

= − 1
1 + xy sinh(xyz)

· (2x + yz sinh(xyz), 2y + xz sinh(xyz)) mit z = g(x, y)

⇒ ∂g

∂(x, y)
(0, 0) = − 1

1 + 0
(0 + 0, 0 + 0) = (0, 0)
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Aufgabe II.3

Es sei n ∈ N, a = (a1, . . . , an) ∈ Rn\{0} und f(x) :=
n∑

j=1

ajxj für x ∈ Rn.

Bestimmen Sie das Maximum von |f(x)| auf der Menge M =

{
x ∈ Rn :

n∑
j=1

x2
j = 1

}
.

Lösungsvorschlag:

Lagrange: Existenz von f(x) =
n∑

j=1

ajxj (= (a|x))

g(x) =
n∑

j=1

x2
j − 1 = |x|2 − 1 = 0 Ã h(x, λ) = f(x)− λg(x) ableiten

Ã ∂jf(x) = aj = 2λxj (j = 1, . . . , n)

⇒ ∀j ∈ {1, . . . n} xj =
aj

2λ
(λ 6= 0, sonst wäre a = 0  )

⇒ 1 =
∑

x2
j =

1
4λ2

|a|2 ⇒ λ = ±|a|
2

λ =
|a|
2

⇒ x =
a

|a| ; λ = −|a|
2

⇒ x = − a

|a|

f

(
a

|a|
)

=
n∑

j=1

a2
j

|aj | = |a| = −f

(
− a

|a|
)

.

Da M = {x ∈ Rn : g(x) = 0} kompakt ist, existieren maxf(M) und minf(M) (f und g sind stetig).
Da wir mit Lagrange nur zwei Kandidaten gefunden haben, sind dies auch die gesuchten Extremstellen.

⇒ max|f(M)| = |a|
Anderer Weg: Cauchy-Schwarz |f(x)| = |(a|x)| ≤ |a| · |x|
Gleichheit gdw. a = µ · x (oder x = µ̃ · x, wegen a 6= 0 reicht der erste Fall)
⇒ 1 = |x| = |a|

|µ| µ = ±|a|, x = ± a
|a| wie oben.

Aufgabe II.4

Berechnen Sie
∫
V

f(x, y, z) d(x, y, z) für f(x, y, z) = y,

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≥ 0, y ≥ 0}.

Lösungsvorschlag:

V = 1
4 Kugel:




x
y
z


 = r ·




sin ϑ cosϕ
sin ϑ sin ϕ

cosϑ


 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ ϑ ≤ π

2 , 0 ≤ ϕ ≤ π

I =
∫

V

f(x, y, z) d(x, y, z) =
∫

Ṽ

r sin ϕ sin ϑ r2 sin ϑ d(r, ϕ, ϑ) , Ṽ = {(r, ϕ, ϑ) ∈ [0, 2]× [0, π]× [0,
π

2
]}

I
Fubini=

2∫

r=0

π
2∫

ϑ=0

π∫

ϕ=0

r3(sinϑ)2 sin ϕ dϕ dϑ dr = 2 ·
2∫

0

r3 dr

π
2∫

0

(sinϑ)2 dϑ = 23 · π

4
(∗)
= 2π
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(*) Bekanntlich gilt (sin t)2 = 1− (cos t)2

π
2∫

0

sin2 t dt =

π
2∫

0

sin t︸︷︷︸
u

· sin t︸︷︷︸
v′

= [sin t · (− cos t)]
π
2
0 +

π
2∫

0

cos2 t dt =

= 0 +

π
2∫

0

1− sin2 t dt = [t]
π
2
0 −

π
2∫

0

sin2 t dt =
π

2
−

π
2∫

0

sin2 t dt

⇒
π
2∫

0

sin2 t dt =
1
2
· π

2
=

π

4

Aufgabe II.5

Berechnen Sie alle Lösungen der Differentialgleichung

y′′′(x)− 5y′′(x) + 8y′(x)− 4y(x) = cosx, x ∈ R.

Lösungsvorschlag:
Charakteristisches Polynom: t3 − 5t2 + 8t− 4 = (t− 1)(t2 − 4t + 4) = (t− 1)(t− 2)2

⇒ Fundamentalsystem ist {ex, e2x, xe2x}.
Ansatz für inhomogene Gleichung: Inhomogenität ist cos Ã trigonom. Ansatz

y(x) = α sin x + β cosx

y′(x) = α cos x− β sin x

y′′(x) = −α sin x− β cos x

y′′′(x) = −α cos x + β sin x.

Einsetzen: sin x(β + 5α− 8β − 4α) + cos x(−α + 5β + 8α− 4β) != cos x

⇔
(

1 -7 0
7 1 1

)
⇔

(
1 -7 0
0 50 1

)
⇔

(
1 0 7

50
0 1 1

50

)

⇒ allg. Lösung ist:

y(x) = αex + βe2x + γxe2x +
7
50

sin x +
1
50

cosx

Aufgabe II.6

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem für das Differntialgleichungssystem

y′1 = y1 − y2 + 2y3

y′2 = −y1 + y2 + 2y3

y′3 = y1 + y2

Lösungsvorschlag:
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Bestimme Eigenvektoren von

A =




1 −1 2
−1 1 2
1 1 0




det(A−λI) =

∣∣∣∣∣∣

1− λ − 1 2
− 1 1− λ 2
1 1 − λ

∣∣∣∣∣∣

←− +

Ã

∣∣∣∣∣∣

− λ − λ 4
− 1 1− λ 2
1 1 − λ

∣∣∣∣∣∣

←−

·λ

+

Ã

∣∣∣∣∣∣
0 0 4− λ2

− 1 1− λ 2
1 1 − λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (4− λ2) ·
∣∣∣∣
− 1 1− λ
1 1

∣∣∣∣ = (2− λ)(2 + λ)
∣∣∣∣
0 2− λ
1 1

∣∣∣∣ = −(2− λ)2(2 + λ)

EV zu λ = +2 :



− 1 − 1 2
− 1 − 1 2
1 1 − 2


 ←−

·(−1)

+

←−−−−−−− +

Ã




1 1 −2
0 0 0
0 0 0


 ⇒ v1 =




1
−1
0


 , v2 =




2
0
1




EV zu λ = −2 :




3 − 1 2
− 1 3 2
1 1 2


 Ã




1 1 2
− 1 3 2
3 − 1 2


 ←− +

←−−−−

·(−3)

+

Ã




1 1 2
0 4 4
0 − 4 − 4




←− +

Ã




1 1 2
0 1 1
0 0 0




←−
·(−1)

+

Ã




1 0 1
0 1 1
0 0 0


 ⇒ v3 =




1
1
−1


 ; {v1, v2, v3} ist Basis von R3

⇒ ein FDS ist {e2x · v1, e
2x · v2, e

−2x · v3}.
Probe bestätigt jeweils y′ = λeλxv = eλxAv

Aufgabe II.7

Lösen Sie das Anfangswertproblem

y′′′(t)− 3y′′(t) + 3y′(t)− y(t) = t2et, y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −2.

(Hinweis, falls Sie die Laplace-Transformation (L) verwenden wollen:
L(eαtf(t))(s) = F (s− α) für F = L(f)).
Lösungsvorschlag:
Mit Laplace-Trafo: L(tn)(s) = n!

sn+1 , L(eαtf(t))(s) = F (s− α)

LÃ s3Y (s)− s2y(0)− sy′(0)− y(0)− 3(s2Y − sy(0)− y′(0)) + 3(sY − y(0))− Y =
2!

(s− 1)3

⇔ Y (s)(s− 1)3 =
2

(s− 1)3
+ s2 − 3s + 1

⇔ Y (s) =
2

(s− 1)6
+

s2 − 3s + 1
(s− 1)3︸ ︷︷ ︸

PBZ

PBZ:
A

s− 1
+

B

(s− 1)2
+

C

(s− 1)3
=

A(s2 − 2s + 1) + B(s− 1) + C

(s− 1)3

⇒ A = 1; B = −1; C = −1;
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⇒ Y (s) =
2

(s− 1)6
+

1
s− 1

− 1
(s− 1)2

− 1
(s− 1)3

⇒ y(t) =
(

t5

60
+ 1− t− t2

2

)
et

Probe: . . . löst das AWP. ¤
mit char. Gl.: λ3 − 3λ2 + 3λ− 1 = (λ− 1)3 != 0

FS = {et, tet, t2et}

inhomogene Lsg.:

y = Atket

y′ = Aet(tk + ktk−1)

y′′ = Aet(tk + 2ktk−1 + k(k − 1)tk−2)

y′′′ = Aet(tk + 3ktk−1 + 3k(k − 1)tk−2 + k(k − 1)(k − 2)tk−3)

einsetzen in DGL: Ã tk−3k(k − 1)(k − 2) != t2 1
A

⇒ k = 5, A = 1
60

y(t) =
(

t5

60 + α + βt + γt2
)

et

Anfangswerte: y′, y′′ berechnen Ã liefert obige Lösung (mit mehr Rechnerei).


