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Aufgabe 1.1
Es seien n € N und x1, 9, ...,z, > 0. Zeigen Sie (z.B. durch vollstindige Induktion):
1 1 1 9
(r1+a0+...2p) | —+—+...— ) > n°.
T To ey

Hinweis: Geeignet zusammenfassen, Sie kénnen x + % > 2 fiir > 0 verwenden.
Losungsvorschlag:

Beweis durch vollstdndige Induktion:

ILA:n=1: xli >1=n?

1.V.: Die Behauptung gelte fiir n beliebig.

IS:n~n+1
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Tn+1
N———
=1

O

(*) darf hier nach dem Hinweis so verwendet werden, denn es gilt:

1 1 1 1
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Aufgabe 1.2

n/2
Berechnen Sie den Grenzwert von b,, = (1 + 3n22"+6> ,n €N fiir n — oo.

Losungsvorschlag:

n/2 n/2 n/2 n
2n 2 2 1 2 1 n—o0 -
1+ ——— =14+ — =(1+2——_ — 14+ 2 \/02/3 — ,1/3
< +3n2+6> ( +3n+5) ( +3n+3> ( +3n+f§) T

n—oo

e2/3

Aufgabe 1.3

Untersuchen Sie, ob folgende Reihen konvergieren, oder divergieren, gegebenenfalls abhéngig von a € R
(Fallunterscheidungen).

Lésungsvorschlag:

(a)
an := n*a”. Wende Wurzelkriterium an: {/|a,| = Yne Y ar
Yne 2222 1 und Yar = o
~ 0:=limsup,,_, ., V/|n%a”| =«
Fiir « € [0,1), ist > a, absolut konvergent.
Ist « > 1, so ist Y _ a,, divergent.
o0

Fiir & = 1 auch Divergenz: > n = co.
n=1

gy n(n+1)—Inn
;( 1 Tn

Yp = ln(nJr\})ﬁflnn < ln(\?}gl) < ln\(/w%) n— o0 0
Mit Leibniz-Kriterium ist die Reihe Y b, = > (—1)" - y,, konvergent.

()

e 2n

«
Y g (@eR)
= 1+ "
042" azn 1

cn = 1+Oc4" — qén = o?2n
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Fallunterscheidung;:

o0
la| = 1: Divergenz von Y 3, ansonsten Konvergenz:
o

laf < 1: 1+o¢4" <84 = (a?)™ ist konv. Majorante.

n
oo
| > 1: 1+a4" < % (%)n = > (%)n ist konv. Majorante.

n=1

Aufgabe 1.4

Zeigen Sie: Fiir 2,y € [—%, 7] gilt |In(cosz) — In(cosy)| < V3|z — y|.
Hinweis: Inz = logz (z > 0).

Lésungsvorschlag:

Setze a := —%, b:=%; f(t) :=In(cost) ~ f'(t) = —3L = —tant.

cost

f ist auf [a, ] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein £ € (a,b)
mit

cosx) — In(cos
P = —tan($) 2 3 und
/() = —tan(~3) = V3

(Da sin(%) = ¥ und cos(%)

Also ist |f'(€)] < V3.

o

= |In(cosz) — In(cos y)| < V3|z — y|

Aufgabe 1.5

Esseia > 0und [ := [~a,a]. Firn € Nund z € I sei f,(z) :=nsin £

Zeigen Sie, dafl die Folge (f,,) auf I punktweise gegen eine Funktion f konvergiert und bestimmen Sie f.
Zeigen Sie, daf} die Konvergenz auf I sogar gleichméfig ist.

Lésungsvorschlag:

z oo )k 2k+1 1 IS LIZ‘5 oo

1

—gip T
=sin =

z
n

sin 1 n— oo
(Oder L’Hospital, oder L.y —1- x)

= f(x) =z auf I (sogar auf R)

S A
k:l 2k—|—1 n

0< |fule) = J@)| = |- (sin T~ )| =

p2k+1 ‘



Losungen
00 a\ 2k 1 a . .
<kZ_1(n> (2k)k2(005h5‘1> baw. <ef 177 1-1=0

(0 < |gn(x)] < an —0)
unabhéngig von x
= glm. Konvergenz auf I = [—a, d]

Aufgabe 1.6

Bestimmen Sie folgende Grenzwerte (z € R)

. e®"? 1 L’'Hospital , e*™%(lnz + 1)
= lim —— = lim ————
z—0+ T

=00 (dae”m® Z20t, )
z—0+ 1

1
(b) lim < )

Z ot = lim onT T ST g T 8T +0(2°) — (z — 32° + O(2?))
x50 \ 2—0  xsinz T 250 22— Lot + O(ad)
= lim %$3+O($5) — lim %+O(x2>x: 1.0:0
o) A TR oW 3

Aufgabe 1.7

Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale:
et — e
—d
@ [
(b)/arctan:v dx.

Lésungsvorschlag:

O A s S y_id—1||+l+ =
¢ e 1 0T dy=edx | 72 y=mly y €=
=lne*+e *+c=ax+e " +c

(c € R).

(b) / 1-arctanz dzr = x arctanz — / *

1 2
defxarctanxfiln(lJrz )J+c¢ (ceR)
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Aufgabe II.1

Es sei f(z,y) = xyIn(2? + y?) fiir (z,y) € R2\{(0,0)}, f(0,0) = 0.

Zeigen Sie, daf f in R? stetig differenzierbar ist und berechnen Sie fiir jede Richtung v = (v, vs), |v| =
V/v? +v3 = 1, die Richtungsableitung %(m,y).

Losungsvorschlag:

fz,y) = zyIn(a® +y?), f(0) =

(x,y) #0: Vf(z,y) = (yln( 2y + e 2w, rln(z? +y?) + %ﬁ’;)
0:£(0,0) = lim T0RE==0 = 1im & =
= V(0,0) = (0,0)

Vi(z,y) = f'(z,y) fir (z,y) # 0, weil die part. Ableitung (Komponenten von V f) dort stetig sind.
Diese Gleichheit gilt aber auch im Ursprung, denn mit r := \/m:

H»—-
._‘

=0=0,f(0,0) wegen Symmetrie z < y

2 2:62 27"2 r—0
0 <|0:f(z,y)| <yl ( [In(r=)] + g <2r|lnr|+ i 0

((xay) —0&7r—0, (0,f)(z,y) =9, 0 analog )

= in ganz R? gilt f'(z,y) = Vf(z,y) und somit
of
v

bzw. =0 firz =y =0
f' ist stetig in R? weil = Vf = stetig in R? (oben schon gezeigt). O

(@.9) = VI (.90 = 00-0cf+020,f = (o +7)- (ay000)+ 37 (o1 +0ap) ((2.9) # (0,0)

Aufgabe I1.2
Es sei f(x,y,2) = 22 + y* + z + cosh(xyz), z,y, 2 € R.

Zeigen Sie, dafl es in einer Umgebung von U C R? des Punktes (z¢, o) = (0,0) eine Funktion g : U — R
gibt mit f(z,y, g(z,y)) = 0 fiir alle (z,y) € U und mit ¢(0,0) = —

Berechnen Sie auch ¢'(0,0).
Losungsvorschlag:
Esist f(0,0,—1) = =1+ cosh0 = 0 und

f(z,y,2) = (2x + yzsinh(zyz), 2y + rzsinh(zyz), 1+ zysinh(xyz))

= %(0’0’*”:”0'0'0: 1£0, ((0:£)(0,0,—1))"" ex. aber.

Satz iiber implizit definierte Funktionen = so ein verlangtes g existiert und in U gilt:

Of(x,y,9(x,y)) _ 9f(x,y,2) Lo 99(z,y)
a(x,y) Az, y) s (@yg@y) O@:Y)

0=

(z,y,9(z,y))

dg(z,y) _ <3f> of

= (oder die Formel direkt wissen) 5 3y
2 T,y

1
= s v (2 4+ yzsinh(zyz), 2y + xzsinh(zyz)) mit z = g(z,y)

dg

= W(QO) = —

——(0+0, 0+0) = (0,0
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Aufgabe II1.3

™=

Essein €N, a=(a1,...,a,) € R"\{0} und f(z):= " a;z; fir x € R",

1

J
Bestimmen Sie das Maximum von |f(z)| auf der Menge M = {x ER™: Yy af= 1}.

j=1
Losungsvorschlag:

Lagrange: Existenz von f(x)

> aj; (= (al))
j=1

= Zm? —1=|z|*~-1=0 ~ h(z,\) = f(z) — A\g(z) ableiten

Jj=1

=V;e{l,...n} l‘j:& (A # 0, sonst wire a =0 4)

2\
1 |a|
_ 2 2
|al a |al
A= — — A= — -
2 T Tl 2 7Tl
n 9
a a a
((5)-Ei-we(5)
o)~ L fa al

Da M = {x € R": g(z) = 0} kompakt ist, existieren maxf(M) und minf (M) (f und g sind stetig).

Da wir mit Lagrange nur zwei Kandidaten gefunden haben, sind dies auch die gesuchten Extremstellen.
= max|f(M)| = |al

Anderer Weg: Cauchy-Schwarz | f(z)| = |(a|z)| < |a| - |2]
Gleichheit gdw. a = p - (oder & = i - x, wegen a # 0 reicht der erste Fall)
— lal

= 1=|z|= Tal = =*|al, x =+ g wie oben.

Aufgabe I1.4
Berechnen Sie [ f(x,y,2) d(z,y, 2) fir f(z,y,2) =v,
v

V={(z,y,2) eR*:2? +¢y* +2° <4, 2 >0, y > 0}.

Losungsvorschlag:
x sind cos ¢

V:%Kugel: y| =r-|sind sing 0<r<2,0<9<3,0<8p<
z cosv

I:/f(:zr,y,z) d(:z:,y,z):/rsingpsinﬁﬁsinﬂd(r,gp,ﬂ), \7:{(7’,50,19)6[0,2] x [0, 7] x [0, g]}

v

//r (sin)?sin ¢ dyp di) dr = 2 - /r dr/blnﬂ dy =23 Z(i27r

I Fugml m
9=0 =0

\./

L—

T
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(*) Bekanntlich gilt (sint)? =1 — (cost)?

3 5 3

/bln tdt = / int-sint = [sint-(—cost)]og —|—/0052tdt:
NI

0 0w 0

z 3
= /1—smtdt []0% /smtdt g—/singtdt
0 0
1 n
tdt== - =—
/m 53

0

Aufgabe I1.5
Berechnen Sie alle Losungen der Differentialgleichung

y"(z) — 5y’ (z) + 8y (x) — 4y(z) = cosz, x €R.

Losungsvorschlag:

Charakteristisches Polynom: ¢3 — 5t2 + 8t —4 = (t — 1)(t*> — 4t +4) = (t — 1)(t — 2)?
= Fundamentalsystem ist {e®, e?*, ze2*}.

Ansatz fiir inhomogene Gleichung: Inhomogenitét ist cos ~» trigonom. Ansatz

r) = asinx + Bcosx

1

x —asinx — fcosx

Y

"

y(x)
y'(z) = acosz — Bsinz
(z) =

(z) =

x —acosz + fsinz.

Y

Einsetzen: sinz (5 + 5a — 80 — 4a) + cos x(—a + 50 + 8 — 43) = cosz

@1—70@1—70@10
7T 11 0 501 0 1

= allg. Losung ist:

gl-gl~

7 1
y(x) = ae” 4 Be** + yre*® + —sinx + — cosx
50 50

Aufgabe I1.6
Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir das Differntialgleichungssystem

Vi = 1 — Y2+ 2y3
vh = —y1 + y2 + 2y3
vy = y1 + e

Losungsvorschlag:
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Bestimme Eigenvektoren von

1 -1 2
A=1-1 1 2
1 1 0
1-x -1 2 j+ -A =X 4 + 0 0 4-)
det(A-A)=| -1 1-X 2 =1 1A 2 ] -1 1-x 2 |=
1 1 - A 1 1 - A A 1 1 - A
:(4_%)-“11 1;A’=(2—A)(2+A)’? S I R R

-1 -1 2 (-1)
EVzul=4+2:| -1 -1 2 J+ >
1 1 -2 +
3 -1 2 1 1 2
EVzul=-2:] -1 3 2 ~ —1 3 2
2 2
1
0
0

1 1 2 + 01
~ [0 1 1 j (=1) 1 1 =
0 0 O 0 0

4
o3
I
—
I =
—_
~_
—~
<
=
<
[ V)
<
o3
—
o
-
o8]
o
tn
@,
0
<
]
B
=
S

= ein FDS ist {€2* - v1,e%® - vg,e7 2% - v3}.
Probe bestiitigt jeweils ' = Aev = e Av

Aufgabe I1.7

Losen Sie das Anfangswertproblem
y"'(t) = 3y"(t) + 3y'(t) —y(t) = %', y(0) =1, y'(0) =0, y"(0) = —2.

(Hinweis, falls Sie die Laplace-Transformation (£) verwenden wollen:
L(eXf())(s) = F(s —a) fir F = L(f)).

Lésungsvorschlag:

Mit Laplace-Trafo: £(t")(s) = -4, L(e®'f(t))(s) = F(s — a)

£ SV (5) = 25(0) = 59/(0) = 50) = 3V s9(0) ~ /(0 +3(Y ~3(0) - ¥ =
SY(s)(s—1)3 = (8_21)3 +52-3s+1

2 s2—-3s+1
eV =rooe (5—1)+3

_/_/
PBZ
A B C  A(s*—2s+1)+B(s—1)+C

PBZ: T o T o 5-1)°
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2 1 1 1
_(3—1)6+s—1_(3—1)2_(s—1)3

t5 t2 .

Probe: ... 16st das AWP.
mit char. GL: A> =32 +3X—1=(A—1)3 20

FS = {ef, tef, t?e'}
inhomogene Lsg.:

y = AtFet

y/ _ Aet(tk 4 ktk—l)

th 4 2kth T 4 k(R — 1)tF72)
tk

y// — Aet
"= + 3kt 4 3k (k — D)tF 2 4 k(k — 1) (k — 2)tF73)

(
y" = Ae'(
einsetzen in DGL: ~ t*=3k(k — 1)(k — 2) = 24

=k=5 A=g

y(t) = (% + a+6t+7t2) ¢t

Anfangswerte: y', ¢y berechnen ~~ liefert obige Losung (mit mehr Rechnerei).



